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1 Vorb ereitung

1.1 Klassisc hes Mo dell des Wassersto�atoms

Das Modell des Wassersto�atoms hat sich im Verlauf der Geschichte der Physik ra-
dikal ver•andert. Zun•achst beschrieb man es als hochelastisches, winziges Kl •umpchen
(Durchmesser10� 10m). Zur Erkl •arung der Elektrolyse dachte sich J.J. Thomson das
Kl •umpchen als positiv geladen.In diesemsollten sich punktf •ormige negativ geladene
Elektronen reibungsfreibewegen.

Rutherfords Streuversuche zerst•orten diesesModell. Sie wiesennach, da� der Gro�teil
der MassedesAtoms im Zentrum auf 10� 14m konzentriert und positiv geladenist. Da
dasAtom sich aber mechanisch und thermisch als Teilchen mit 10� 10m verh•alt, mu� die
zus•atzlicheAusdehnung durch in einerUmlaufbahnum denKern be�ndlicheElektronen
bewirkt werden.

DasWassersto�problemwar soauf dasvon Kepler gel•osteZweik•orperproblemzur•uckge-
f•uhrt worden.Die Elektronen befandensich alsoauf Ellipsenbahnenum den Atomkern.

Probleme.

1. Experimente zeigten, da� sich alle Wassersto�atome gleich verhalten. Da aber
nach Kepler viele verschiedeneUmlaufbahnenm•oglich sind, m•u�te es auch viele
verschiedeneVerhaltensweisender Wassersto�atomegeben.

2. Das Elektron auf der Ellipsenbahn um den Atomkern ist eine beschleunigte La-
dung, strahlt alsobest•andig Energieab. Dasw•urde dazuf•uhren, da� dasElektron
recht bald in den Kern st•urzt, was o�enbar nicht geschieht.

3. Beim Sturz in den Kern vergr•o�ert sich die Umlau�requenz desElektrons best•an-
dig, also auch die Frequenzder ausgesendetenStrahlung. Das Energiespektrum
desWassersto�atomsw•are alsonicht diskret.

1.2 Bohrsc he Postulate

Zur Rettung desRutherfordschenAtommodells formulierte Niels Bohr 1913zwei Postu-
late:

1. Ein Atom kann nur diskreteEnergiezust•andeannehmen.Be�ndet essich in einem
erlaubten Energiezustand,so strahlt esnicht. Strahlung wird nur beim •Ubergang
zwischen zwei erlaubten Energiezust•anden freigesetzt. Die Frequenzder ausge-
sandtenStrahlung entspricht der Energiedi�erenz der Zust•ande:

~! = E i � E f
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Denkt man sich Energiezust•andealsverschiedeneUmlaufbahnendesElektrons um
denKern, sowiderspricht diesesPostulat der Elektrodynamik, da ein beschleunig-
tes Elektron best•andig strahlt.

2. Unter den nach Kepler m•oglichen Bahnensind nur die zul•assig,auf denenf•ur den
Drehimpuls L desElektrons gilt:

L = n~; n 2 N

Die Zahl n hei�t Hauptquantenzahl.

Die BohrschenPostulatesagennichts •uber die Mechanismen,die demElektron die strah-
lungsfreieKreisbahn gestattenund die diskreten •Uberg•angeerm•oglichen. Sierechtferti-
gensich durch die erfolgreiche Erkl •arung desWassersto�spektrums.

1.3 Schr •odinger-Gleic hung

Die Schr•odingergleichung ist die Bewegungsgleichung f•ur die Wellenfunktion j	 i eines
Teilchens.Sie lautet

i~
@j	 i
@t

= Ĥ j	 i (1)

Dabei ist Ĥ der Hamiltonoperator desProblems.

G•ultigk eitsb ereich. Die Schr•odingergleichung ist einenicht-relativistischeGleichung.
Au�erdem erlaubt siedenbeschriebenenTeilchenkeineinnereStruktur mehr. BeideN•a-
herungensind bei genauerBetrachtung unzul•assig.Elementarteilchen wie Elektronen
besitzeneine innere Struktur, den Spin. Dieserwird korrekt durch die Dirac-Gleichung
beschrieben.

Das direkte relativistische Analogon zur Schr•odingergleichung ist die Klein-Gordon-
Gleichung.

Station •are Schr •odingergleic hung. Ĥ sei zeitunabh•angig. Dann setze an: j	 i =
f (t)j i , mit j i nicht abh•angig von t. O�enbar ist (1) erf•ullt, wenn gilt:

Ĥ j i = E  j i (2)

f (t) = e� i
~ E  t (3)

Hat man eine L•osungder Eigenwertgleichung (2), die station•are Schr•odingergleichung
hei�t, so hat man das zeitunabh•angigeProblem gel•ost. Da der Hamiltonoperator recht
beliebigeForm annehmenkann, ist einesolche L•osungnicht allgemeinm•oglich.

Ortsdarstellung. In der Ortsdarstellung ist der Ortsoperator x̂ i festgelegtals Mul-
tiplik ation mit dem Skalar x i . Dann ist der Impulsoperator p̂i = ~

i r x i . Es gilt das
Korrespondenzprinzip, und man kann jede symmetrische klassische Hamiltonfunktion
H (~x; ~p) in einen Hamiltonoperator Ĥ umschreiben durch rein symbolische Ersetzung
der x i und pi .
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1.4 Hamiltonfunktion des Wassersto�atoms

DasWassersto�atombesteht auseinemProton und einemElektron. DasMassenverh•alt-
nis ist mProton

mElektron
� 1836.Deshalbwird im folgendendasProton als station•ar im Zentrum

desAtoms angenommen.Au�erdem vernachl•assigtwerdensollender Spin desElektrons
und magnetische E�ekte, siehedazu Abschnitt 1.9.

Da der Spin ohnehin vernachl•assigt wird, kann man ihn als konstant ansehen.Damit
gilt Drehimpulserhaltung.

Die potentielle EnergiedesElektrons im Feld desProtons ist klassisch bekannt: Vpot =
� e2

r (cgs-System).In Ortsdarstellung l•a�t sich mit Hilfe desKorrespondenzprinzipsnun
der Hamiltonoperator aufschreiben:

ĤWassersto� = �
~2

2me
r 2 �

e2

r
(4)

1.5 L•osung der Schr •odingergleic hung f•ur das Wassersto�p o-
ten tial

Um die station•are Schr•odingergleichung (2) f•ur den Hamiltonoperator (4) zu l•osen,
schreibt man siezun•achst in Kugelkoordinaten um:

1
r

@2

@r 2
(r  ) +

1
r 2

�
1

sin�
@
@�

�
sin�

@ 
@�

�
+

1
sin2 �

@2 
@� 2

�
= �

2me

~2

�
E +

e2

r

�
 (5)

DieseGleichung soll zun•achst f•ur solche  gel•ost werden,die nicht winkelabh•angig sind.

Wink elunabh •angige Zust •ande. F•ur winkelunabh•angige vereinfacht sich (5) zu

1
r

d2

dr2
(r  ) = �

2m
~2

�
E +

e2

r

�
 (6)

DieseGleichung soll zun•achst in ein passenderesMa�system •uberf•uhrt werden. Setze
dazu � := me2

~2 r und � := 2~2

me4 E. F•ur � und � gilt dann:

d2(� )
d� 2

= �
�

� +
2
�

�
� (7)

De�niere nun eine Funktion g(� ) durch � = e� �� g f•ur � 2 = � � . Einsetzenin (7) und
K•urzen der anfallendene� �� -Termeliefert:

d2g
d� 2

� 2�
dg
d�

+
2
�

g = 0 (8)
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Diese Di�eren tialgleichung ist durch einen Potenzreihenansatzzu l•osen. Sei g(� )
def
=P 1

k=1 ak � k . Dann gilt

g0(� ) =
1X

k=1

akk� k� 1

g00(� ) =
1X

k=1

akk(k � 1)� k� 2

Einsetzenin (8) ergibt:

1X

k=1

akk(k � 1)� k� 2 �
1X

k=1

2� akk� k� 1 +
1X

k=1

2ak � k� 1 = 0

Umbenennung desIndex k in k + 1 in der erstenSummeerlaubt Zusammenfassungder
Reihen,da dasersteGlied der erstenReihesowiesoNull war. Es ergibt sich:

1X

k=1

[(k + 1)kak+1 � 2� kak + 2ak ]� k� 1 = 0

Koe�zien tenvergleich liefert eineRekursionsformelf•ur die ak :

ak+1 =
2(� k � 1)
(k + 1)k

(9)

F•ur gro�e k l•a�t sich per Induktion zeigen,da� ak+1 � (2� )k

k! , esw•are also g(� ) � e2�� .
Dann w•urde die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons f•ur gro�e Entfernungen
aber nicht verschwinden. Die Reihenentwicklung mu� also ab einembestimmten Glied
abbrechen,um einegebundeneL•osungzu ergeben.Aus (9) folgt: Ist ein Koe�zien t Null,
so sind auch alle folgendenNull. Ein erster Koe�zien t an ist Null, wenn 1

n = � =
p

� �
gilt.

Damit sind physikalisch sinnvolle L•osungenvon (8) gefunden.Bezeichne sie als gn . Sie
ergeben L•osungenf•ur (7):

 n =
e� �=n

�
gn (10)

1.6 Wink elabh •angigk eit der Wassersto�w ellenfunktion

Zu bestimmen ist noch die Winkelabh•angigkeit der Wassersto�wellenfunktion. Diese
wird bestimmt durch den Drehimpuls. Aus der allgemeinenL•osungder Eigenwertglei-
chungen f•ur den Drehimpulsoperator L̂2 und dessenProjektion L̂ z auf eine beliebige,
mit z bezeichnete Achse,ist bekannt: Zu gegebenemEigenwert ~l(l + 1) von L̂2 gibt es
2l + 1 Eigenwerte m von L̂ z: � l ; � l + 1; : : : ; l + 1; l .

Gilt nun m 6= 0, sokann sich dasElektron nicht auf der z-Achseaufhalten. Den Zustand
des Atoms bezeichne symbolisch mit jl ; mi . Dieser Zustand •andert sich w•ahrend der
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folgendenBetrachtung nicht. F•ur m = 0 sei Fl (r ) die Wahrscheinlichkeit, da� sich das
Elektron auf der z-Achseim Abstand r vom Ursprung be�ndet.

Gesucht ist  l ;m (r; � ; � ). Festlegungder z-Achseund Angabe der Winkel � und � legen
eine neueAchse z0 fest. Sei m0 Eigenwert von L̂ z0. Ist m0 6= 0, dann verschwindet die
Wahrscheinlichkeit, das Elektron bei (r; � ; � ) anzutre�en. Sonst ist die Wahrscheinlich-
keit Fl (r ). Die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Elektron bei (r; � ; � ) anzutre�en, ist also
die Wahrscheinlichkeit, da� m0 = 0 ist multipliziert mit Fl (r ). In Formeln:

P l ;m
Elektron bei r; � ; � = Fl (r ) � P l ;m

m0=0

SeiR?(
 ) die Drehung um die Achse? mit Drehwinkel 
 . Dann erhaltenwir jl ; m0i durch
bilden von Ry(� )Rz(� )jl ; mi . Die Wahrscheinlichkeit, m0 = 0 anzutre�en, ist dann

P l ;m
m0=0 = hl; 0jRy(� )Rz(� )jl ; mi (11)

Gebr•auchlicher Konvention folgendschreibt man

P l ;m
m0=0 =

r
4

2l + 1
� Yl ;m (� ; � ) (12)

und nennt die Yl ;m Kugelfunktionen.Jetzt l•a�t sich die Wassersto�wellenfunktion schrei-
ben als:

 l ;m = Fl (r )Yl ;m (� ; � )

Dies setzt man nun in (5) ein. Man erh•alt nach Umordnung:

1
Yl ;m

�
1

sin�
@
@�

�
sin�

@Yl ;m

@�

�
+

1
sin2 �

@2Yl ;m

@� 2

�
= �

r 2

Fl

�
1
r

@2

@r 2
(rFl ) +

2me

~2

�
E +

e2

r

�
Fl

�

Die linke Seite ist nur von � und � abh•angig, die rechte nur von r . Au�erdem ist die
rechte Seitenicht von m abh•angig. Aufgrund der Gleichheit gelten dieseEigenschaften
f•ur beide Seiten.Die betre�ende Konstante bez•uglich r; � ; � und m, die aber noch von
l abh•angenkann, hei�e K l . Man erh•alt so zwei Eigenwertgleichungen:

1
sin�

@
@�

�
sin�

@Yl ;m

@�

�
+

1
sin2 �

@2Yl ;m

@� 2
= K lYl ;m (13)

1
r

@2

@r 2
(rFl ) +

2m
~2

�
E +

e2

r

�
Fl = � K l

Fl

r 2
(14)

Mit Hilfe von (13) l•a�t sich die Konstante ermitteln. (14) erlaubt dann die Bestimmung
von Fl . Zur Bestimmung von K l ermittle

Rz(� )jl ; l i = eil � jl ; l i (15)

hl; 0jRy(� )jl ; l i = b(sin � ) l (16)

(15) wird in der Theorie der Eigenzust•andedesDrehimpulsoperators begr•undet.
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Einsc hub. (16) ist sozu motivieren: Den Zustand jl ; l i entspricht vom Drehimpulsher
dem einesSystemsvon 2l Spin-1

2-Teilchen, die alle im Zustand j "i sind. Der Zustand
jl ; 0i ergibt sich dann aus 2l Spin-1

2-Teilchen, von denen l im Zustand j #i und l im
Zustand j "i sind.

Die Wahrscheinlichkeit, da� unter Drehung um � um die y-Achse(alsogeradeRy(� )) ein
Teilchen von j #i nach j "i •ubergeht, betr•agt sin2 theta

2 (Bei Drehung um � klappen alle
um, bei Drehung um 0 keiner, und von � $ 2� symmetrisch). Die Wahrscheinlichkeit,
da� ein Teilchen seinenSpinzustandbeibeh•alt, ist alsocos2 �

2.

Das Betragsquadratdeslinken Teils von (16) ist nun genaudie Wahrscheinlichkeit, da�
unter Drehung l Teilchen ihren Spinzustandwechseln und die anderenl ihren Spinzu-
stand halten. Nach obiger Argumentation ist dieseWahrscheinlichkeit

(cos
�
2

sin
�
2

)2l Additionstheorem=
�

1
2

� 2l

sin2l � :

Somit ist (16) begr•undet.

Einsc hub Ende. Aus (15) und (16) folgt mit (12) und (11): Yl ;l � eil � sinl � . Dassetzt
man in (13) ein und esergibt sich K l = l(l + 1). Man kann dies in (14) einsetzenund
erh•alt eine Eigenwertgleichung analog (6), mit einemadditiven Zusatzterm l (l+1) F l

r 2 auf
der rechten Seite.

(6) war bereits gel•ost worden. Der selbe L•osungsweg f•uhrt wieder auf einePotenzreihe
f•ur Fl . Es ergibt sich die zus•atzliche Bedingung, da� a1 = 0 sein mu�, die anderen
Koe�zien ten sind dann festgelegtdurch

ak+1 =
2(� k � 1)

k(k + 1) � l(l + 1)
ak

Die Bedingung,da� die Reiheabbrechen mu�, wenn dasElektron in einemgebundenen
Zustand sein soll, f•uhrt wieder auf � = 1

n . Da a1 = 0 sind alle Koe�zien ten null, bis
k = l eintritt. Zur VermeidungdesProblems 0

0 l•a�t man die Reiheerst bei l + 1 beginnen.
Das Glied al+1 kann dann genausofrei gew•ahlt werdenwie a1 bei der fr•uherenL•osung.
Man erh•alt also

Fn;l (� ) = e� ��
X

k= l+1

nak � k

und
 n;l ;m = Yl ;m Fn;l

1.7 Rydb erg-Formel

In Abschnitt 1.5 war bereitsaus(9) gefolgertworden,da� � = 1
n mit n 2 N geltenmu�.

Nun war aber � wegen(7) de�niert wordenals
p

� � . � war aber wegen6 de�niert worden
als 2~2

me4 E. Wir sehenalso:E ist abh•angig von n, und esgilt:

En =
me4

2~2
� = �

me4

2~2
� 2 = �

me4

2~2

1
n2

:
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Das ist die Rydbergformel im Gau�schen Ma�system.

1.8 Wassersto�w ellenfunktion graphisc h

Verschiedenegraphische Darstellungender Wassersto�wellenfunktion sind in Abbildun-
gen1 und 2 zu �nden.

Abbildung 1: Winkelanteil der Wassersto�wellenfunktion bei Quantenzahlen nkl =
300; 310; 311; 320; 321; 322in der x-z-Ebene.Quelle: [1]

1.9 Korrekturen

Solangman bei der Berechnung der Energieniveausim Wassersto�atom nur die kugel-
symmetrische Coloumb-Wechselwirkung zwischen Kern und Elektron beachtet, kommt
man zu dem Schlu�, da� die EnergieniveausdesWassersto� nur von der Quantenzahl n
abh•angen.Man kann dann dasLinienspektrum desWassersto� mit Hilfe der Rydberg-
Formel ausrechnen.

Bei entsprechend hoher Au
 •osungvon Spektren �ndet man aber weitere Strukturen im
Spektrum. Mit dem einfachen Modell desWassersto�atomsals Elektron im Coloumb-
Potential desKerns ist dieseUnterstruktur im Spektrum nicht zu erkl•aren,sondernman
mu� noch andereE�ekte beachten und entsprechendeKorrekturen ausrechnen.
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Abbildung 2: Aufenthaltswahrscheinlichkeit desWassersto�elektronsbei Quantenzahlen
nkl = 100; 300; 310; 311; 320; 321; 322; 30j15j5; 30j15j10 in der x-z-Ebene.Quelle:[1]
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� Relativistische Korrektur

� Feinstruktur - Folgeder Spin-Bahn-Kopplung

� Lamb-Shift - Strahlungkorrektur

� Hyperfeinstruktur - Folgeder magnetischenKopplung zwischendemKern und der
Atomh•ulle

1.9.1 Relativistisc he Korrektur

Experimentell ergibt sich, da� die Energie der verschiedenen •Uberg•angeim Spektrum
desWassersto�svon den theoretisch erwarteten abweicht und au�erdem nicht nur von
der Hauptquantenzahl n, sondernauch von der Drehimpulsquantenzahl l abh•angt. Die-
seAbweichungenlassensich durch die relativistische MassenzunahmedesElektrons bei
seinerBewegungum den Kern erkl•aren. Die relativistische EnergieeinesElektrons ab-
z•uglich Ruheenergieist gegeben durch:

E =
q

m2
0c4 + p2c2 � m0c2 + Epot (17)

Reihenentwicklung liefert:

Ekin = m0c2

s

1 +
p2

m2
0c2

= m0c2(1 +
1
2

p2

m2
0c2

�
1
8

p4

m4
0c4

+ :::) (18)

und somit

E = (
p2

2m0
+ Epot) �

1
8

p4

m3
0c2

+ ::: (19)

Aus dieser •Uberlegungergibt sich als relativistische Korrektur in erster N•aherung:

Er =
~4

8m3
0c2

Z
	 � r 4	 =

EnZ 2� 2

n
(

3
4n

�
1

l + 1
2

) (20)

DieseKorrektur wird auch Darwin-Term genannt.

1.9.2 Feinstruktur

Durch die relativistische Korrektur wurde also die Entartung von Zust•anden gleicher
Haupt- aber verschiedenerBahndrehimpulsquantenzahl aufgehoben. Au�erdem gibt es
noch eine zweite Korrektur gleicher Gr•o�enordung, die auf den Spin desElektrons zu-
r•uckzuf•uhren ist. Elektronen habenaufgrund sowohl ihresSpinsals auch ihresBahndre-
himpuls ein magnetischesMoment. Je nachdem, ob diesebeidenMomente nun parallel
oder antiparallel zueinanderstehen,haben sie eine etwas andereEnergie,die dann zu
Feinstrukturaufspaltung f•uhrt. Man nennt diesenE�ekt die Spin-Bahn-Kopplung.

Die exakte Behandlung der Spin-Bahn-Kopplung ist relativ aufw•andig. Da aber die
zus•atzlichen Energietermeklein gegen•uber den klassischen Energieniveaussind, kann
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man die Feinstrukturaufspaltung mit halbklassischen Methoden und station•arer St•o-
rungsrechnung berechnen.

Dazu f•uhrt man zuerst eine Koordinatentransformation auf ein \ruhendes" Elektron
durch. In diesemSystembewegt sich dann der Atomkern um dasElektron.

Abbildung 3: HalbklassischesModell der Spin-Bahn-Kopplung:(a) Im Ruhesystemdes
Kerns kreist das Elektron um den Kern. (b) Im Ruhesystemdes Elektrons kreist der
Kern um dasElektron. Quelle: [2]

Man kann dann mit Hilfe desGesetzesvon Biot-Savart das Magnetfeld berechnen, das
durch den kreisendenAtomkern am Ort desElektrons entsteht:

B l =
Ze� 0

4� r 3
(v � (� r )) = �

Ze� 0

4� r 3
(v � r ) (21)

wobei � r denVektor desumlaufendenKerns im BezugssystemdesElektronsbezeichnet,
� 0 ist die Induktionskonstante desVakuums.Da L = mr � v, folgt

B l =
Ze� 0

4� r 3m
L (22)

Bei der R•ucktransformation wird dieserAusdruck mit demsogenannten Thomas-Faktor
1/2 multipliziert, der nur durch die exakte relativistische Rechnung begr•undet werden
kann.

In diesemMagnetfeld B ergibt sich alsodurch den Spin eineZusatzenergie:

E l ;s = � � sB l =
Ze2� 0

8� m2r 3
(S � L) (23)

Durch die Spin-Bahn-Kopplung spalten somit die Energiewerte En , die ohne Ber•uck-
sichtigung desSpinserhalten wurden, in die Werte

Enl s = En + E l ;s = En +
Ze2� 0

8� m2r 3
(S � L) (24)

auf. Hierbei gilt, da� En >> E l ;s. Man kann daher E l ;s als St•orungstermim Hamilton-
operator betrachten und die Korrekturen in erster Ordnung mit Hilfe der station•aren
St•orungsrechnung ausrechnen. In erster N•aherung ergibt sich nun die Energie des ge-
st•orten Systems,indemman zur ungest•orten EnergiedenErwartungswert desSt•orterms
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hinzuaddiert. DieserErwartungswert wird dabei mit den Eigenfunktionendesungest•or-
ten Problemsberechnet.

Die energetische Aufspaltung der Spektralterme unter dem Ein
u� der Spin-Bahn-
Kopplung ist also:

hEL;S i =
�

Ze2� 0

8� m2r 3
(S � L)

�
=

�
Ze2� 0

8� m2r 3

1
2

(J 2 � L2 � S2)
�

(25)

wobei J der Operator desgesamten Drehimpuls ist. Da nun die Eigenfunktionen 	 des
ungest•orten Problems in einen Radialteil Rn und einen Winkelanteil � faktorisieren,
ergibt sich:

hEL;S i =
Z

	 � Ze2� 0

8� m2r 3

1
2

(J 2 � L2 � S2)	

=
Ze2� 0

16� m2

Z
� � (J 2 � L2 � S2)�

Z
R�

n
1
r 3

Rn

=
Ze2� 0~2

16� m2
[j (j + 1) � l(l + 1) � s(s + 1)]

1
r 3

=
a
2

[j (j + 1) � l(l + 1) � s(s + 1)]

a =
Ze2� 0~2

8� m2

1
r 3

(26)

Da f•ur ein Elektron immer s = � 1
2 gilt, kann der Gesamtdrehimpuls J nur die Werte

l + 1=2 und l � 1=2 annehmen.Die Energiewerte spalten damit je nach Spinstellungin
die beidenKomponenten mit j = l + 1=2 und j = l � 1=2 auf. F•ur die Energiedi�erenz
zwischen diesenbeidenZust•andenerh•alt man:

� E l ;s = a(l +
1
2

) (27)

Zur Berechnung wurde der klassische BahnradiuseinesElektrons verwendet. Eigentlich
h•atte man aber mit dem quantenmechanischen Erwartungswert rechnen m•ussen:

hr � 3i =
Z

R�
n

1
r 3

Rn

) a = En
Z 2� 2

nl (l + 1
2)( l + 1)

(28)

wobei � = e2 � 0c
4� ~ � 1

137 die sogenannte Feinstrukturkonstanteist.

Die Aufspaltung ist damit:

� E l ;s = En
Z 2� 2

nl (l + 1)
(29)

und mit En / Z 2

n2 ergibt sich:

� E l ;s /
Z 4

n3l (l + 1)
(30)
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Ber•ucksichtigt man die relativistische Korrektur und die Spin-Bahn-Kopplung,soergibt
sich:

En;j = En (1 +
Z 2� 2

n
(

1
j + 1

2

�
3

4n
)) (31)

Damit folgt:

Bei Einelektronenatomenmit kugelsymmetrischemColoumb-Potential
h•angt die EnergieeinesElektronenzustandsnicht von der Drehimpuls-
quantenzahl l ab.

Das hei�t zum Beispiel, da� s- und p-Elektronen mit der selben Hauptquantenzahl die
gleicheEnergiehaben.Bei Atomenmit mehrElektronengilt dieseEntartung nicht mehr.

1.9.3 Die Lam b-Shift

Bei noch genauererMessungstellt sich heraus,da� auch bei Ber•ucksichtigung der re-
lativistischen Korrektur und der Spin-Bahn-Kopplung das Spektrum von Wassersto�
nicht richtig vorhergesagtwird. Zust•ande mit gleicher Drehimpulsquantenzahl fallen
n•amlich doch nicht exakt zusammen.Der Grund f•ur dieseAbweichung der Theorie vom
Experiment liegt darin, da� man die WechselwirkungdesElektrons mit demelektroma-
gnetischen Feld, wie sie in der QED beschrieben wird, ber•ucksichtigen mu�.

Die WechselwirkungeinesAtoms mit dem Strahlungsfeldtritt nicht nur bei Absorption
oder EmissioneinesPhotonsauf, sondernauch bei sogenannten virtuellen Wechselwir-
kungsprozessen.Bei diesenProzessenkann das Elektron im Coulomb-Feld des Kerns
auf einer Zeitskala � t < ~

� E = 1
! ein Photon der Energie ~! absorbierenund wieder

emittieren, ohneda� dabei der Energiesatzverletzt w•urde. DieseWechselwirkung f•uhrt
zu einer kleinen Verschiebung der Energieterme,derenGr•o�e von der r•aumlichen Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit desElektrons im Coulomb-Feld desKerns und damit von den
Quantenzahlenn und l abh•angt.

Zu genauenBeschreibungdiesesE�ekts m•u�te man QED betreiben,aber man kann ver-
suchen, sich mit einemeinfachen Modell vorzustellen,was passiert.Durch die virtuelle
Absorption und Emissionvon Photonenmacht dasElektron aufgrundderPhotonenr•uck-
st•o�e eine Zitterb ewegungim Coulomb-Potential desKerns. Seinemittlere potentielle
Energiekann dann aufgrund der Schwankungen� r desBahnradiusdurch

hEpot i = �
Ze2

4� � 0

�
1

r + � r

�
(32)

ausgedr•uckt werden. Bei einer statistischen Verteilung ist zwar h� r i = 0, aber h(r +
� r )� 1i 6= hr � 1i , so da� man eineVerschiebung der Energieniveauserh•alt.

Die Lamb-Shift ist ein winziger E�ekt, der erst bei sehrgenauerMessungzu beobachten
ist.

16



Abbildung 4: a) Veranschaulichung der\Zitterb ewegung"desElektrons; b) Feinstruktur
und Lamb-Shift beim Wassersto�niveaumit n=2. Quelle: [2]

1.9.4 Hyp erfeinstruktur

Die Hyperfeinstrukturaufspaltung ist eine Folge der Wechselwirkung desmagnetischen
Moments des Atomkerns mit dem magnetischen Moment der Elektronenh•ulle. Diese
Wechselwirkung bewirkt eine gegenseitigeAusrichtung der Drehimpulse ~I des Kerns
und ~J der H•ulle. Beim Wassersto� betr•agt j~I j = 1

2, da der Kern nur aus einemProton
besteht.

Die Wechselwirkungsenergieist klein gegendie Kopplungsenergieder Elektronen inner-
halb der H•ulle und der Nukleoneninnerhalb desKerns. Dahergreift die relativ schwache
Hyperfeinstrukturwechselwirkungzwischen ~I und ~J nicht in die innereKopplungenvon
H•ulle und Kern ein, sondernf•uhrt lediglich zu einer Kopplung der beiden Drehimpul-
sezum Gesamtdrehimpuls ~F desAtoms: ~F = ~I + ~J . Speziell beim Grundzustand des
Wassersto�sgibt esnur zwei m•ogliche Werte f•ur F , da Proton und Elektron beideden
Spin 1

2 haben und sich die beiden Spins nur entweder parallel oder antiparallel stellen
k•onnen.

Zur quantitativ en Berechnung der sich ergebenen Korrekturen zu den Energieniveaus
betrachtet man den Kern als praktisch punktf •ormig und das von der Elektronenh•ulle
erzeugteMagnetfeldalskonstant im Bereich desKernvolumens.Die magnetischeEnergie
ist dann VH F S = � ~� I � ~B0, wobei ~� I das magnetische Moment desKerns und ~B0 das
magnetische Feld der H•ulle am Kernort ist. Man kann diesedann als St•orungsterm im
Hamiltonoperator betrachten und die Korrekturen in erster Ordnung wieder mit Hilfe
der station•aren St•orungsrechnung ausrechnen.

Esgilt ~B0 = B0
~J

J ~ und ~� I = gI � K
~I
~ = � I � K

~
~I
I mit gI = � I

I . Hierbei ist � K = e~
2mp c = 3; 152�

10� 8eV=T das Kernmagnetonund gI der sogenannte g-Faktor, der das Verh•altnis von
magnetischem Moment (in Magnetonen) zum Drehimpuls (in Einheiten von ~) angibt.
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Einsetzenvon ~B0 und ~� ergibt

VH F S = �
� I � K B0

~2I J
(~I � ~J ) = �

� I � K B0

~2I J
�

1
2

(F 2 � I 2 � J 2): (33)

In erster N•aherungergibt sich nun die Energiedesgest•orten Systems,indem man zur
ungest•orten Energieden Erwartungswert desSt•orterms hinzuaddiert. Dabei wird dieser
Erwartungswert mit den Eigenfunktionendesungest•orten Problemsberechnet.

� EH F S = hVH F Si =
A
2

[F (F + 1) � I (I + 1) � J (J + 1)] (34)

mit A
2 = � � I � K B 0

2I J .

Speziell f•ur den Wassersto�grundzustanderhalten wir aus(34):

� E (1)
H F S = + A

4 f•ur J = 1
2; I = 1

2; F = 1
� E (0)

H F S = � 3A
4 f•ur J = 1

2; I = 1
2; F = 0

1.9.5 Isotopiev erschiebung

Au�erdem gibt es noch zwei weitere E�ekte, die eine Linienaufspaltung in der Gr•o-
�enordung der Hyperfeinstruktur bewirken. Da sieauftreten, wenn gleichzeitig mehrere
Isotope vorliegen,nennt man sieIsotopieverschiebung.Dabei handelt essich bei leichten
Kernen um denE�ekt unterschiedlicher Kernmassen.In dieserForm ist die Isotopieauf-
spaltungf•ur Wassersto�und Deuterium am gr•o�ten und verliert bei zunehmenderAtom-
masseschnell an Bedeutung. Bei schweren Kernen tritt eine Isotopieverschiebung auf
Grund einesVolumene�ekts auf. Kerne mit unterschiedlicher Neutronen-,aber gleicher
Protonenzahlhaben einenetwas anderenRadius, und somit unterschiedliche Ladungs-
verteilungen.

Hat man ein Isotopengemisch ausWassersto� und Deuterium, beobachtet man zu jeder
Linie desWassersto� eine\Satelliten-Linie" , die vom Deuterium stammt. DieseIsotopie-
verschiebung ist wie oben schon erw•ahnt auf die unterschiedlichen Kernmassender bei-
den Isotope zur•uckzuf•uhren. Das Coloumb-Potential •andert sich dabei nicht, man mu�
also das\Zw eik•orper-Problem" f•ur die ver•anderte Massel•osen,was darauf hinausl•auft,
da� man dasganzeProblem mit einer ver•anderten reduziertenMassedurchrechnet:

� =
me + mk

memk
(35)

Die Energieder Elektronenzust•ande l•a�t sich dann schreiben als:

En = � EH
Z 2

n2

1
1 + me

mk

� � EH
Z 2

n2
(1 �

me

mk
) (36)

da me << mk .

Dabei ist EH die Energie einesruhenden Kerns mit kreisendemElektron. F•ur unter-
schiedliche Kernmassengibt es also eine unterschiedliche Verschiebung der Energieni-
veausgegen•uber diesemModell. F•ur Wassersto� und Deuterium:

E H
n = � 0:99945EH (n� 2)
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und
E D

n = � 0:99973EH (n� 2)

1.10 Strahlungsgesetze

1.10.1 Schwarzer K •orp er

Alle K•orper sendeneineStrahlung aus,die im allgemeinenziemlich kompliziert ist je
nach Temperatur, Zusammensetzungund Bescha�enheit des K•orpers. Eine besonders
einfach zu beschreibende Strahlung w•urde von einem K•orper im exakten thermischen
Gleichgewichtausgesandtwerden.Dies ist aber einestark idealisierteSituation. N•ahe-
rungsweiseerh•alt man dieseStrahlung aus einer kleinen •O�n ung in einem Hohlraum,
dessenW•andesehrgenauauf konstanter Temperetur gehaltenund von innengeschw•arzt
sind, damit m•oglichst keineRe
extionen auftreten. Man spricht daher auch von \Hohl-
raumstrahlung" oder Strahlung eines\schwarzenK•orpers".
Hohlraumstrahlunghat ein rein kontinuierlichesSpektrum, alsokeineAbsorptions-oder
Emissionslinien,und sie ist isotrop, d.h. ihre Intensit•at ist unabh•angig von der Strah-
lungsrichtung. Ihre Eigenschaften sind allein durch die Temperatur bestimmt. Im statio-
n•aren Zustand m•ussenEmissionund Absorption der Hohlraumw•andeim Gleichgewicht
sein.

dWA (� )
dt

=
dWE (� )

dt

dWA(� ) und dWE(� ) sind absorbierteund emittierte Leistungenvon einembeliebigen
Fl•achenelement.

dWA

dt
= A � � S�

� � dF � d
 � d� (37)

dWE

dt
= E � � dF � d
 � d� (38)

A � und E� heissenspektralesAbsorptions- bzw. Emissionsverm•ogen.

Die Leistung mu� im thermischen Gleichgewicht gleich absorbiert und emittiert wer-
den.Dasgilt f•ur jedeRichtung � und #, da Hohlraumstrahlungisotrop ist. Dann kommt
dasKir chho�sche Gesetzheraus.

E �
�

A �
= S�

� (T)

Das spektrale Emissionsverm•ogenE� eines SchwarzenK•orpers ist identisch mit der
spektralen StrahlungsdichteS� der Hohlraumstrahlung. Das liegt daran, da� A� 1 f•ur
einenSchwarzenK•orper ist.
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1.10.2 Das Planc ksche Strahlungsgesetz

Um die experimentell gefundeneIntensit•atsverteilung I( � ) der Strahlung einesHohl-
raumeszu erkl•aren, forderte Planck, da� jedeEigenschwingung deselektromagnetischen
FeldesEnergienur in ganzzahligenVielfachenvon h� aufnehmenoder abgebenkann. Im
thermischen Gleichgewicht folgt die Verteilung der Gesamtenergieauf die einzelnenEi-
genschwingungeneiner Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Die Zahl p(q) der Eigenschwin-
gungenpro Volumeneinheitmit der Energieqh� ist

p(q) =
n
Z

e(� qh� =kT )

n ist Gesamtdichte aller Eigenschwingungen,k ist die Boltzmann-Konstante

Z =
1X

q=0

e� qh� =kT

Z ist die Zustandssumme•uber alle Eigenschwingungen.Die mittlere Energiedichte pro
Eigenschwingung mit der Frequenz� ist

W =
1
n

1X

q=0

p(q)qh� (39)

=
1
Z

1X

q=0

qh� e� qh� =kT (40)

W =
h�

eh� =kT � 1
(41)

Die spektrale Modendichte ist n(� ). Wir kennen die mittlere Energiedichte. Damit
kann man die spektrale Energieverteilung � (� ) der Hohlraumstrahlung �nden, d.h.

n(� )d� =
8� � 2

c3
d� (42)

� (� ) = n(� )W (43)

� (� )d� =
8� � 3

c3

h�
eh� =kT � 1

d� (44)

� (� ) hat die Einheit Jm� 3s. DieseFormel hei�t PlanckscheStrahlungsformel.
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1.10.3 Das Rayleigh-Jeans-Strahlungsgesetz

Die Strahlungsdichte der vom Fl•achenelement dF einesSchwarzen K•orpers in den
Raumwinkel d
 emittierten Strahlung ist

S�
� d� d
 =

c
4�

w� d� d
 (45)

=
2h� 3

c2

d� d

e(h� =kT ) � 1

(46)

Wenn h� � kT ist, dann ist e+ x=1+x.

S�
� (� ) �

2� 2

c2
kT ) w� (� ) =

8� � 2

c3
kT (47)

Waswir gefundenhaben,hei�t Rayleigh-Jeans-Gesetz.DiesesGesetzist ein Grenzfall
der allgemeinenPlanckschen Strahlungsformel.

1.11 Linienemission /Linienabsorption

Linienabsorption und Linienemissionentsteht beim Gebunden-Gebunden-•Ubergang
von Atomen einer bestimmten Sorte zwischen zwei ihrer diskreten Energieniveausmit
den EnergienEi und Ek

Im BohrschenAtommodell wird gesagt,da� ein AtomzustandEi durch Emissionoder
Absorption einesPhotons h� in einen anderenZustand Ek •ubergehenkann, wenn die
Energieerhaltung

E i � Ek = h�

erf•ullt ist. Aber das ist im Experiment nicht ganz genauso. Die Spektrallinien haben
unterschiedliche Intensit•aten. Das bedeutet,da� die verschiedenen•Uberg•angeim Atom
unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten haben. Dann haben wir keinemonochromatische
Strahlung. Die Spektrallinien bestehenvielmehr auseiner Intensit•atsverteilung um eine
Mittenfrequenz

� ik = (E i � Ek)=h:

Bei •Uberg•angenzwischen zwei Zust•andeneines•au�eren, schwach gebundenenElektrons
liegt die Energiedi�erenz�E im Bereich wenigereV. Die emittierte Strahlung liegt daher
zwischen dem infraroten und ultravioletten Spektralbereich, oft im sichtbaren Gebiet.
Bei Anregung einesinneren, stark gebundenenElektrons reichen die absorbiertenbzw.
emittierten Wellenl•angenbis ins R•ontgengebiet.

Die •Ubergangswahrscheinlichkeit f•ur induzierte Emissionist

Wik = B ik � w� �

21



proportional zur spektralen Energiedichte. Bik hei�t Einstein-Koe�zien t der induzier-
ten Emission.w� ist dieEnergiedichte

w� (� ) = n(� )h� ;

wobei n(� ) die Zahl der Photonenim Einheitsintervall � � =1s� 1 ist. Die Wahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit f•ur spontane Emission ist W ik

spon=A ik . Sie ist unabh•angig von
einem •au�eren Strahlungsfeldund hei�t Einstein-Koe�zien t der spontanen Emission.
Und die letzte Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist f•ur den Absorptions•ubergang

Wki = Bki w� (� )

Im station•arenGleichgewicht sind Zustandsbesetzungenzeitlich konstant. Dasbedeu-
tet, da� die Emissionsrategleich der Absorptionsrate seinmu�.

A ik N i + B ik :w� (� ):N i = Bki :w� (� ):Nk

Ni und Nk sind die Zahlenin denZust•andenEi und Ek . Im thermischenGleichgewicht
gilt f•ur die BesetzungszahlenNi , Nk die Boltzmann-Verteilung

N i

Nk
=

gi

gk
e� (E i � E k )=kT =

gi

gk
e� h� =kT;

wobei die Zahl g=(2J+1) das statistische Gewicht einesZustandesmit Gesamtdre-
himpulsquantenzahl J ist. Im thermischenStrahlungsfeldist w� (� ) bekannt. Davon kann
man die Relationen zwischen den Einstein-Koe�zien ten heraus�nden. Die Relationen
sind

B ik =
gi

gk
Bki ; (48)

A ik =
8� h� 3

c3
B ik : (49)

Bei gleichen statistischen Gewichten gk=g i sind die Einstein-Koe�zien ten f•ur indu-
zierte Emissionund Absorption gleich gro�.

1.12 Linien breiten

Bei der Absorption oder Emissionelektromagnetischer Strahlung, die zu einem •Uber-
gang � E = E i � Ek = h� ik zwischen zwei EnergieniveausdesAtoms f•uhrt, wird eine
Frequenz� ik gestrahlt,die nicht strengmonochromatisch ist. Der verwendeteSpektralap-
parat hat einebestimmte Spektralau
 •osung.Deshalbgibt eseineVerteilung P� (� � � ik )
der emittierten bzw. absorbiertenspektralen Strahlungsleistungum eineMittenfrequenz
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� 0 = � ik . P� (� ) ist die spektrale Leistungsdichte, die von der Lichtquelle im Frequenzin-
tervall � � = 1s� 1 um die Frequenz� abgestrahlt wird. P� (� � � 0) ist das Lineienpro�l
einer Spektrallinie. Das Frequenzintervall � � = j� 1 � � 2j hei�t Halbwertsbreite, bei der
die emittierte spektrale Leistungsdichte P� (� ) auf 1=2P� (� 0) abgesunken ist.

� � = (� 1 � � 2) = (c=�1 � c=�2)

aus � = c=�

� � = �
c
� 2

� � = �
�
�

� � :
�
�
�
�
� �
�

�
�
�
� =

�
�
�
�
� �
�

�
�
�
� =

�
�
�
�
� w
w

�
�
�
� :

1.13 Verbreiterungsmec hanismen

F•ur die endliche Linienbreite gibt esviele Gr•unde,von denennat•urliche Linienbreite,
Doppler-Verbreiterungund Druckverbreiterung wichtig sind.

1.13.1 Nat •urlic he Linien breite

Durch die Unsch•arfe der Energieniveaus in Atomen ergibt sich die sogenannte na-
t •urliche Linienbreite, die normalerweisesehr klein ist. DieseLinienverbreiterung wird
Strahlungsd•ampfung genannt, weil sie mit der endlichen L•angeder Wellenz•uge, deren
D•ampfung, zusammenh•angt. Unter dem klassischen ged•ampften harmonischen Oszil-
lator wird die Eigenfrequenzw0 =

p
D=m mit m; MasseD; R•uckstellkonstante w;

Eigenfrequenzbeschrieben.

•x+ 
 _x+w 2
0x=0,


 ist die D•ampfungskonstante.

x(t) = x0 � e� (
 =2)t [coswt + (
 =2w) sinwt] (50)

wobei die Frequenz

w =
q

w2
0 � (
 =2)2

ist. Wegender D•ampfung ist w kleiner als w0. Allgemein kann man


 � w0

annehmen.Deshalbkann
w � w0

gesetztwerden.Dann haben wir als L•osung

x(t) � x0 � e� (
 =2)t : cosw0t:
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Die Amplitude ist hier abh•angig von der Frequenzw, und kann durch eine Fourier-
Transformation bescrieben werden.

A(w) =
1

p
2�

Z 1

�1
x(t):e� iw tdt (51)

=
1

p
2�

Z 1

0
x0:e� (
 =2)t cosw0t:e� iw tdt (52)

A(w) =
x0p
8�

�
1

i (w0 � w) + 
 =2
+

1
i (w0 + w) + 
 =2

�
(53)

Die abgestrahltespektrale Leistung

Pw(w) / A(w):A � (w);

ist in der Umgebungder Frequenzw0 dasLinienpro�l

Pw(w) =
C

(w � w0)2 + (
 =2)2
;

dasLorentzpro�l hei�t.
C = P0 �



2�

Die nat •urliche Linienbr eite ist die Halbwertsbreite desLorentzpro�l. Sieunterliegt
keinen•au�eren Ein
 •ussenund entsteht nur durch die endlicheAbstrahldauerdesAtoms.
Die Halbwertsbreite � wn ist gleich

� wn = 
 ) � � n = 
 =2� :

Die mittlere Lebensdauer� erf•ullt die Gleichung � = 1=
 . Auch wissenwir: die mittlere
LebensdauereinesAtomzustandes� i = 1=A i wird durch den Einstein-Koe�zien ten A i

der spontanen Emissionbestimmt. Dann

� wn = A i =
1
� i

(54)

) � � n =
A i

2�
=

1
2� � i

(55)

Waswir gefundenhaben, k•onnenwir ausder Heisenbergschen Unsch•arferelation her-
leiten. � E i = ~=� i : ausdieserGleichungerhaltenwir dieEnergie,diebei einem•Ubergang
E i ! Ek herauskommt. Dazu kann man die entsprechendeFrequenz�nden:

� � = � E=h =
1

2� � i
) � � = � � n :

Beide Energieniveaus haben verschiedeneLebensdauern� i , � k . Die entsprechenden
Energieunsch•arfen beider Niveausaddierensich.

� E = � E i + � Ek (56)

) � � n =
1

2�

�
1
� i

+
1
� k

�
(57)
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Doppler-V erbreiterung

Wenn sich ein angeregtesAtom mit der Geschwindigkeit ~v = f vx ; vy; vzg bewegt,
wird die Mittenfrequenz w0 desvom Atom in Richtung desWellenvektors ~k emittierten
Lichtes f•ur einenruhendenBeobachter infolge desDopplere�ektes verschoben zu

we = w0 + ~k � ~v

mit �
�
�~k

�
�
� = k = 2� =�:

F•ur die Absorptionsfrequenzgibt esdie Gleichung

w = wa = w0 + ~k � ~v:

Wenn~k = f 0; 0; kzg und ~k � ~v = kz � vz sind, ist die Absorptionsfrequenz

wa = w0 + kz:vz = w0(1 + vz=c):

Im thermischen Gleichtgewicht haben die Atome eines Gaseseine Maxwellsche Ver-
teilung. Die Zahl der Atome pro Volumeneinheit im absorbierendenZustand E i mit
Geschwindigkeitskomponenten vz zwischen vz und vz + dvz ist

ni (vz)dvz =
N i

vw :
p

�
e� (vz =vw )2

dvz;

wobei vw = (2kB T=m)1=2 die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist.

N i =
Z + 1

�1
ni (vz)dvz

ist die Gesamtzahl aller Atome im E i Zustand pro Volumeneinheit.Wir k•onnen die
Zahl der Atome in w ausdr•ucken:

ni (w)dw =
c:Ni

w0:vw:
p

�
:e� [c(w� w0)=(w0vz )]2

dw:

Die emittierte bzw. absorbierteStrahlungsleistungP(w) ist proportional zu n i , dann

P(w) = P(w0)e[c(w� w0)=(w0 vw )]2

Ihre volle Halbwertsbreite � wD = jw1 � w2j mit P(w1) = P(w2) = 1=2P(w0) hei�t
Dopplerbreite.

� wD = 2
p

ln 2:w0vw=c

wenn man vw = (2kB T=m)1=2 einsetzt, dann ist die Dopplerbreite

� wD = (w0=c)
p

(8kB T � ln2)=m (58)

� � D =
2� 0

c

p
(2RT=M ) � ln2 (59)

= 7; 16� 10� 7� 0 �
p

T=M � s� 1; (60)

wenn M = NA � m (NA ist die Avogadrozahl)R = NA � kB und � = w=2� sind. T ist in
K und M ist in g/mol.
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1.13.2 Sto�v erbreiterung von Spektrallinien

Wenn sich einemAtom A mit den EnergieniveausE i und Ek ein anderesAtom bzw.
Molek•ul B n•ahert, dann werdenwegender Wechselwirkungzwischen A und B die Ener-
gieniveausvon A verschoben. DieseEnergieverschiebung h•angt ab von

1. der Struktur der Elektronenh•ullen von A und B

2. dem gegenseitigenAbstand R(A,B)

Die Energieverschiebung hat unterschiedliche Werte f•ur die einzelnenEnergieniveaus
E i und kann sowohl negativ (beim anziehenderWW) als auch positiv sein (bei absto-
�endem Potential zwischen A i (B ) und B).

Bei einem •Ubergangzwischen NiveausE i und Ek w•ahrend desSto�es h•angt die Fre-
quenz� ik desemittierten bzw. absorbiertenLichtes

h� ik = jEk(R) � E i (R)j

von der Di�erenz der Potentialkurv en beim Abstand R zwischen A und B w•ahrend
der Lichtemissionab. Wenn esein Gas Gemisch gibt, dann sind R Abst•andeum einen
Mittelw ert R, der von Druck und Temperatur abh•angt, und � ik auch um � statistisch
verteilt. Es gibt zwei verschiedeneSto�arten, die

1. elastischen St•o�e: Die St•o�e verursachen Linienverbreitung � � und Linienver-
schiebung � � . Die Energiedi�erenz h � � � = E i � Ek wird bei positivem � �
durch die kinetische Energieder Sto�partner, nicht durch die innereEnergieeines
Sto�partners geliefert. Bei negativem � � wird die •Ubergangenergiein kinetische
Energieumgewandelt. Sie•andert nur die Phaseder Oszillatorschwingung. Deswe-
genwerdensolche St•o�e auch Phasenst •orungsst •o�e genannt.

2. inelastischen St•o�e: Bei denendie AnregungsenergieE i � Ek ganzoder teilweise
in innereEnergiedesSto�partners B umgewandelt wird oder in Translationsener-
gie beider Sto�partner. Sie vermindern die Besetzungszahlvon E i und damit die
Fluoreszenzvon E i . Sie f•uhren zu einer Verbreiterung der Spektrallinien. Sie •an-
derndie Amplitude der Oszillatorschwingung.Man kanndasdurch einezus•atzliche
D•ampfungskonstante 
 Sto� beschreiben.

� ! = 
 n + 
 Sto�

ist die Linienbreite einesLorentz-Pro�ls. 
 n ist die durch die Strahlung bewirkte
D•ampfung.
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Wenn ein angeregtesAtomniveau E i mit der Wahrscheinlichkeit Rik durch Sto� mit
B ohneLichtemissionin den Zustand Ek •ubergeht (das wird Sto�induzierte Relax-
tion genannt ), ist die gesamte •Ubergangswahrscheinlichkeit vom Niveau E i in andere
Zust•andeEk desAtoms

A i =
X

k

A ik (spontan) +
X

k

Rik

mit der sto�induzierten •Ubergangswahrscheinlichkeit

Rik = NB � ik

p
8kB T=� �:

Die e�ektiv e Lebensdauer� ef f = 1
A i

des Niveaus E i wird durch die Sto�e verk•urzt.
Deswegenwird die Linienbreite der Strahlung gr•o�er. Wegen� � ik = A ik =2� steigt � �
linear mit der Dichte N (mit dem Druck der Kompenente B) an. Das Linienpro�l f•ur
elastische und inelastische St•o�e ist

Pw(w) = P0
( 
 n + 
 in

2 + N v� b)2

(w � w0 � N v� s)2 + ( 
 n + 
 in
2 + N v� b)2

;

wobei N die Dichte der sto�endenMolek•ule B, v die mittlere Relativgeschwindigkeit und
P0 = Pw(w

0

0) die spektrale Strahlungsleistungim Linienmaximum bei der verschobenen
Frequenzw

0

0 = w0 + N v� s ist.

Spektrometert yp en Bei Spektrometern handelt es sich um eine spezielle Art von
Interferometern. Das Licht einer Lichtquelle wird durch eine optische Apparatur ge-
leitet, in der die verschiedenenWellenl•angendesSpektrums r•aumlich getrennt werden
und dann beobachtet werdenk•onnen.Zur r•aumlichenTrennung nutzt man entwederein
Prisma oder ein Beugungsgitter.Zun•achst durchquert dasLicht einenSpalt, wonach es
dann auf eine Linse (Prisma) bzw. auf einen Hohlspiegel(Gitter) tri�t, um paralleles
Licht zu erhalten. Diesestri�t dann auf dasPrisma bzw. Gitter und wird danach durch
eine weitere Linse bzw. einen weiteren Hohlspiegelwieder geb•undelt und tri�t schlie�-
lich auf einen Detektor. Beim Spektrographenwird das gesamte Spektrum gleichzeitig
aufgenommen,daher besteht der Detektor aus einer Photoplatte oder einem Bildver-
st•arker. Verwendet man einenMonochromator, sowill man die einzelnenSpektrallinien
nacheinanderaufnehmen.Deswegenbe�ndet sich vor dem Detektor ein weiterer Spalt,
der den unerw•unschten Teil desSpektrums ausblendet.

1.14 Fragen aus der Praktikumsanleitung

1. Wie lauten die Bohrschen Postulate?

An twort: SieheAbschnitt 1.2.

2. Wie gro� ist der sogenannte Bohrsche Radius a0 desWassersto�atoms?

An twort: a0 =
4� � 0~2

mee2
� 0; 529� 10� 10m = 0; 529�A
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Abbildung 5: Prismenspektrograph. Quelle: [4]

Abbildung 6: Gittermonochromator. Quelle: [4]
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3. Wie gro� ist der Radius der 1. Bahn von myonischem Wassersto�?

An twort: Das Myon ist 206.8mal schwerer als das Elektron, folglich ist a� =
a0=206:8.

4. In welchem Energiebereich liegenPhotonendessichtbaren Lichts?

An twort: Sichtbares Licht hat eineWellenl•angevon 400� 800nm =̂ 750� 475
THz =̂ 5 � 10� 19 � 2; 5 � 10� 19 J =̂ 3; 1 � 1; 6 eV.

5. Wie lautet der Zusammenhangzwischen Energieund Wellenl•angeder Photonen?

An twort: E = h� =
hc
�

.

6. K•onnenSiedie Gleichung f•ur die reduzierteMasseherleiten?

An twort: Ja.

Es ist zu vermuten, da� die auf dieseFrageerwartete Reaktion eineHerleitung der
Formel f•ur die tr •ageMasseist. Betrachte also zwei wechselwirkendeTeilchen mit
Massenm1; m2. Die Teilchen sollensich an den Koordinaten ~x1 und ~x2 be�nden.
F•ur die zwischen den Teilchen wirkendeKraft gilt also:

m1
d2~x1

dt2
= F = � m2

d2~x2

dt2
:

Fordere nun, da� die Kraftgleichung f•ur die Relativkoordinate ~x := ~x1 � ~x2 die
gleiche Form annehmensoll

)
d2~x
dt2

= F
�

1
m1

+
1

m2

�
)

m1m2

m1 + m2

d2~x
dt2

= F:

Die in der Formel auftretendeMassehei�t dann reduzierte Masse� .

7. Wie gro� ist die Isotopieverschiebungder n = 3 ! n = 2 Linie (Wassersto� gegen
Deuterium) nach dem Bohrschen Atommodell?

An twort: Im Bohrschen Atommodell ist die Frequenz� einesdurch einen •Uber-
gangvon n = 3 nach n = 2 erzeugtenPhotons gegeben durch:

� = RH =D

�
1
22

�
1
32

�
:

Also ist die Frequenzisotopieverschiebung gegeben durch

� � =
5
36

(RH � RD ) ;

und die Wellenl•angenisotopieverschiebung durch

� � =
36
5

�
c

RH
�

c
RD

�
:

F•ur die Rydbergkonstante gilt:

RX =
� X e4

8� 2
0h3

:
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Es ist � H = 9; 104432� 10� 31kg und � D = 9; 106912� 10� 31kg. Es folgt (mit Werten
aus [3]): RH = 3; 288041� 1015Hz, RD = 3; 288937� 1015Hz. Damit wird

� � � 1; 24� 1011Hz; � � � 1; 80�A:

8. Wie funktionieren Interferenz�lter?

An twort: Interferenz�lter spalten einen Wellenzug in n-mal auf. Jedesder n
Wellenpaketedurchl•auft einenWeg,der sich in der optischenL•angevon denWegen
der anderen Pakete unterscheidet. Am Ort der Zusammenf•uhrung l•oschen sich
Wellenl•angen,derenPakete nicht konstruktiv interferieren selbstaus.

9. Wasist ein Fabry-Perot-Interferometer?Kann man damit allein spektroskopieren?

An twort: Siehehierzu Abbildung 7. Das Fabry-Perot- Interferometer besteht

a

2b

d

Grenzfläche
(verspiegelt)

{

Abbildung 7: Fabry-Perot-Interferometer

aus einer planparallelen Platte, deren Au�en
 •achen mit einem Metall bedampft
sind, also sehr gut spiegeln.Ein einfallender Lichtstrahl wird nun innerhalb der
Platte re
ektiert. Bei jeder Re
exion verl•a�t ein - je nach G•ute der Metallisierung
- kleiner Teil desLichts die Platte. Soerreicht man die Aufteilung deseinfallenden
Strahls.

Der Gangunterschied zwischen zwei benachbart austretenden Strahlen ist nun
leicht aus der Zeichnung abzulesen:� l = 2d=cos� . (� l•a�t sich bei Kenntnis
des Brechungsindex n mit dem Snellius'schen Brechungsgesetzn = sin� =sin�
berechnen). Es ergibt sich eine Phasenverschiebung zwischen zwei benachbarten
Strahlen von � � = 4� d

� cos� .
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Interessant ist nun die Interferenzbei der Zusammenf•uhrung der einzelnenStrah-
len. Addiere daf•ur Phasenund Amplituden in der komplexenEbene:

A f =
NX

n=0

A i Gnein � � = A i

�
Gei � �

� N +1
� 1

Gei � � � 1
;

mit A i : Anfangsamplitude,A f : Endamplitude, G: Re
exionsgradder Grenz
 •ache.
Durch Einsetzenund Multiplik ation mit dem komplex konjugierten erh•alt man
dann eineIntensit•atsverteilung in Abh•angigkeit von � und d.

Es ist nicht m•oglich, nur mit demFabry-Perot-Interferometerzu spektroskopieren.
Mit der Geometriedes Strahlengangesversuchen wir, eine Wellenl•angevorzuge-
ben,die an unseremDetektor konstruktiv interferiert. Allerdings interferierenauch
Strahlen solcher Wellenl•angenkonstruktiv, die ein kleiner ganzzahligerBruchteil
der gew•unschten Wellenl•angesind. Es ist alsoeineweitere Filterung n•otig.

10. Wie gro� ist die Au
 •osungeinesPrismenspektrographen?

An twort: Ist n der BrechungsindexdesMaterials, aus dem das Prisma besteht
und d die BasisbreitedesPrismas,dann gilt:

�
� �

=
d
3

@n
@�

:

11. Wie gro� ist die Au
 •osungbei einemGittermonochromator?

An twort: Parallel eintre�ende Lichtstrahlen habennach Auftre�en auf dasGitter

Abbildung 8: Beugungsgitter.Quelle: [4]

einenGangunterschied von d(sin(� )+ sin(� ). Damit eszu konstruktiver Interferenz
kommt, mussdieserGangunterschied ein ganzzahligesVielfachesder Wellenl•ange
sein.Somit erh•alt man die sogenannte Gittergleichung

d(sin(� ) + sin(� )) = m�:

Di�erenziert man dies nach � bei festgehaltenem� , so erh•alt man die Winkeldi-
spersion

d�
d�

=
m

dcos(� )
=

1
�

sin(� ) + sin(� )
cos(� )
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Setzt man nun noch die halbe Fusspunktbreite � � = �
N d (N = Zahl der beleuch-

teten Furchen), die sich aus der Berechnung der Intensit•atsverteilung ergibt, ein,
so erh•alt man unter nochmaliger Verwendungder Gittergleichung

�
� �

= mN:

Hieran erkennt man insbesondere,dass es sinnvoll ist, dass Gitter bestm•oglich
auszuleuchten, da dasAu
 •osungsverm•ogenproportional zu Zahl der beleuchteten
Gitterfurchen ist.

12. Was ist ein Phasengitter?

An twort: W•ahrenddasnormaleBeugungsgitterauseinerperiodischenFolgevon
lichtdurch- und -undurchl•assigen•O�n ungenbesteht, •andert sich in einemPhasen-
gitter periodisch entweder der Brechungsindexoder die Dicke desdurchstrahlten
Mediums.Infolgedessenerf•ahrt nicht die Amplitude, sonderndie PhasedesLichtes
in der Gitterebeneeineperiodische •Anderung.

13. Weshalbwird die Lichtquelle mittels einesKondensorsauf denEintrittsspalt abge-
bildet? Wie mu� der Kondensorbescha�en sein?Kann man auch ohneKondensor
arbeiten?

An twort: Ein Kondensor besteht aus zwei Konvexlinsen. Diese sorgendaf•ur,
dassm•oglichst viel Licht aus der Lampe durch den Eintrittsspalt geht, da dann
nat•urlich die Intensit•at desauf den Detektor fallendenLichtes h•oher ist als ohne
Kondensor. Arbeitet man ohne Kondensor, so muss die verwendete Lichtquelle
deutlich heller sein.

14. DieseFragesollte nicht beantwortet werden.

15. Welche Breite b desEintrittsspalts w•ahlt man bei vorgegebenerAu
 •osunga) bei
photographischer Registrierung desSpektrums, b) bei Aufnahme desSpektrums
mit einemPhotomultiplier?

An twort: Bei der Breite desAustrittspaltes ist esn•otig, einenKompromissaus
breitem und schmalem Spalt zu �nden. Zum einen sollen m•oglichst alle bis auf
die eine relevante Wellenl•angeausgeblendetwerden. Dies erfordert einen schma-
len Spalt. An diesemSpalt tritt allerdings Beugung auf, das einfallende Licht
wird gebeugt und erzeugtein zus•atzlichesInterferenzbild, welchesdasbeobachte-
te Spektrum verschmiert. Also ist hier ein m•oglichst gro�er Spalt gefragt.
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2 Ausw ertung

2.1 Eingangsspaltbreite

Das Beugungsbilddes Eingangsspaltsist f•ur die Au
 •osungder Apparatur mitb estim-
mend. Je schmaler der Spalt, desto breite das Hauptmaximums desBeugungsbilds.Je
breiter dasHauptmaximum ist, destomehr Gitterfurchen werdenkoh•arent ausgeleuch-
tet, und destobesserist die Au
 •osung.

Die Breite desEingangsspaltsreguliert aber auch die einfallendeLichtmenge.Zur Opti-
mierung der beidengegeneinanderwirkendenPrinzipien wurde die Breite der 5769; 6�A-
Linie der Eichlampe f•ur verschiedene•O�n ungsbreitenbestimmt. Die Linien sind in Ab-
bildungen10-13gezeichnet. In Abbildung 9 �ndet sich der Graph der Linienbreite gegen
die Spaltbreite. Die Werte stehenin Tabelle1. Da wir leider Anfangs-beziehungsweise

•O�n ung [Micron] Linienbreite [Mess-Schritte]
2 9.54
6 8.49
10 8.32
14 8.42
18 8.50
22 9.25
26 10.02
30 10.40

Tabelle 1: Halbwertsbreite der 5769,6�A-Linie gegendie •O�n ungsbreite des Eintritts-
spalts.

Endwert der Messdurchg•angefalsch abgelesenhaben, k•onnenwir die Breite der Linien
nicht in Angstrom angeben. Die Angabe in Mess-Schritten erm•oglicht aber auch eine
funktionst•uchtige Wahl der Spaltbreite. Nach Absprache wurde diesef•ur den weiteren
Versuch auf 10� festgelegt.

2.2 Eichung

Mit Hilfe einer Quelle mit bekanntem Spektrum ermitteln wir die Abweichung der An-
zeigedes Monochromators von der tats•achlichen Wellenl•ange. Als Quelle stand eine
Cadmium-Quecksilber-Lampe zur Verf•ugung,ausderemSpektrum die Linien in Tabelle
2 angegeben waren. � gemessen ist dabei die Position desgemessenenPeaksund � � gemessen

die halbe Halbwertsbreite des Peaks.Die Peakssind in Abbildungen 14-19graphisch
dargestellt.

In den Plots sind deutlich zwei von uns gemachte Fehler zu erkennen, und zwar in
den Linien 4 und 7. Der Literaturw ert ist in allen Plots zentriert, die gemesseneLinie
be�ndet sich rechts vom Literaturw ert. Nur die Linien 4 und 7 be�nden sich links von
ihrem jeweiligem Literaturw ert.
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Abbildung 9: Halbwertsbreite der 5769,6�A-Linie gegendie •O�n ungsbreitedesEintritts-
spalts.
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Abbildung 10: 5769,6�A-Linie bei 2 und 6 � Spaltbreite
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Abbildung 11: 5769,6�A-Linie bei 10 und 14 � Spaltbreite
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Abbildung 12: 5769,6�A-Linie bei 18 und 22 � Spaltbreite
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Abbildung 13: 5769,6�A-Linie bei 26 und 30 � Spaltbreite
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# � Lit [�A]
� gemessen

[�A]
Halbwertsbreitegemessen=2

[�A]
Di�erenz

[�A]
1 4046.6 4047.14 0.29 0.5
2 4077.8 4078.2 0.2 0.4
3 4358.4 4358.77 0.27 0.4
4 4414.6 4413.38 0.68 -1.2
5 4678.2 4678.8 0.28 0.6
6 4799.9 4800.83 0.28 0.9
7 4916 4917.25 0.42 1.25
8 5085.5 5086.82 0.35 1.3
9 5460.7 5461.6 0.29 0.9
10 5769.6 5770.7 0.3 1.1
11 5790.7 5791.7 0.43 1
12 6438.5 6440.05 0.31 1.6

Tabelle 2: Ausgew•ahlte Linien ausdem Spektrum der Eichlichtquelle.
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Abbildung 14: Eichpeaks1 und 2
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Abbildung 15: Eichpeaks3 und 4
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Abbildung 16: Eichpeaks5 und 6
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Abbildung 17: Eichpeaks7 und 8
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Abbildung 18: Eichpeaks9 und 10

37



 0

 500

 1000

 1500

 2000

 5788  5789  5790  5791  5792  5793

In
te

ns
ita

et
 [C

ou
nt

s]

Wellenlaenge [Angstrom]

 0

 500

 1000

 1500

 2000

 6436  6437  6438  6439  6440  6441

In
te

ns
ita

et
 [C

ou
nt

s]

Wellenlaenge [Angstrom]

Abbildung 19: Eichpeaks11 und 12

Konsultiert man au�erdem noch unserhandschriftlic hesMe�protok oll, sostellt man fest,
da� die Emp�ndlic hkeit desMilliamp eremetersf•ur die Linien 4 und 7 tausendmalh•oher
eingestellt war als f•ur die anderenLinien. O�enbar haben wir versehentlich nicht die
angegebenenLinien gemessenen,sondernschw•acherebei etwas kleinerenWellenl•angen.

DiesebeidenLinien d•urfen f•ur die Eichung alsonicht ber•ucksichtigt werden.Spart man
die beiden aus, so kann man Gnuplot eine rechnerische Geradenanpassungf•ur die Ge-
rade Di�erenz zum Literaturw ert gegenWellenl•angedurchf•uhren lassenund erh•alt eine
Steigungvon m = 0; 0006sowie einenAchsenabschnitt von n = � 2:2�A.

Nun mu� man einenFehler f•ur dieseGerade�nden. Dazu berechnet man die Standard-
abweichung � n der Me�werte von der Geradenformelmx + n. Man verwendet

� n =

s P
i 6=4 (� gemessen� � Lit � m� Lit � n)2

N � 2
:

Da wir zwei freie Parameterhaben, m•ussenwir im Nenner2 abziehen.Wir erhalten so
� n = 0; 3�A und zeichnen Abbildung 20.

Bei einerangezeigtenWellenl•angevon � gemessen lag alsotats•achlich eineWellenl•angevon
� = (1 � m)� gemessen� n vor. Der Fehler betr•agt immer � n.

2.3 Gemessene Wassersto�- und Deuteriumlinien

Mit Hilfe der Eichung aus Abschnitt 2.2 lassensich nun die gemessenenSpektren in
tats•achliche umrechnen und in Abbildungen 21-24darstellen. Die Abweichung der Li-
nien von denLiteraturw erten (in denGraphenzentriert) ist uniform schwach zu h•oheren
Wellenl•angen.Nur die zweite Messungder � -Linie weicht stark in dieseRichtung ab.
DieserWert ist bei der folgendenAuswertung alsoauszulassen,da wahrscheinlich wieder
eineFehlbedienung der Ger•ate vorgekommenist.

Zur Bestimm ung der Linienp ositionen und Halb wertsbreiten. Die rechte Flan-
ke der Deuteriumlinie wird in allen Graphen von der Wassersto�inie •uberlagert und
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Abbildung 20: Eichgerade
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Abbildung 21: � -Linie von Wassersto�/Deuterium
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Abbildung 22: � -Linie von Wassersto�/Deuterium
`
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Abbildung 23: 
 -Linie von Wassersto�/Deuterium
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Abbildung 24: � -Linie von Wassersto�/Deuterium
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somit unsichtbar. Also wurde wie besprochen auf separatemPapier die linke Flanke mit
Hilfe einesKurvenlinealsnach rechts gespiegelt.Es war dann m•oglich, die in Tabellen 3
und 4 erfa�ten Positionenund Halbwertsbreiten auszumessen.

2.4 Bestimm ung der Rydb ergk onstan ten

Die Rydbergkonstante RX (X ist Wassersto� H oder Deuterium D) ist festgelegtdurch
die Relation

� = RX

�
1
22

�
1

m2

�
:

Es gilt bekanntlich � = c=� . Wir sind im Antestat vorgewarnt worden und verwenden
c = c0=n (n sei der Brechungsindexvon Luft, nach [3] gilt n = 1; 0003bei 1013mbar
Druck).

Es ergibt sich insgesamt

RX =
�

1
22

�
1

m2

� � 1 c0

n�
:

Aus demGau�schenFehlerfortp
anzungsgesetzergibt sich � RX = RX � �=� . � � ergibt
sich ausder halben Halbwertsbreite der Linie plus der Eichunsicherheit von 0,21�A. Die
Ergebnissef•ur unsereMessungensind in Tabellen 3 und 4 zusammengefa�t. Um einen

Linie #
Position

[�A]
RH

[1015s� 1]

RH ��
1 + 1

1836

�

[�A]

� RH

[1015s� 1]

� 1 6562.9 3.2880 3.2897 0.0002
� 2 6563.6 3.2876 3.2894 0.0002
� 1 4861.8 3.2877 3.2895 0.0002
� 2 4861.7 3.2878 3.2895 0.0002

 1 4340.9 3.2877 3.2895 0.0002

 2 4340.9 3.2877 3.2895 0.0002
� 1 4102.1 3.2877 3.2895 0.0002
� 2 4102.1 3.2877 3.2895 0.0002

Tabelle 3: Rydbergkonstante f•ur Wassersto�

Vergleich mit Literaturw erten zu erm•oglichen, wurde die Rydbergkonstante noch mit
einemFaktor gewichtet, der den Fehler beim •Ubergangvon der reduziertenMassezur
Elektronenmassereproduziert. Nach [3] gilt RH = 3; 2898� 1015s� 1, das liegt innerhalb
desMe�fehlerbereichs.

2.5 Bestimm ung von me=mH

Wir kennen nun die Rydbergkonstanten von Wassersto� und Deuterium in Luft, RH

und RD . Mit Hilfe von RD =RH wollen wir me=mH berechnen.
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Linie #
Position

[�A]
RD

[1015s� 1]

RD ��
1 + 1

2�1836

�

[�A]

� RD

[1015s� 1]

� 1 6561.4 3.2887 3.2896 0.0002
� 2 6561.8 3.2885 3.2894 0.0002
� 1 4860.7 3.2884 3.2893 0.0002
� 2 4860.6 3.2885 3.2894 0.0002

 1 4339.9 3.2884 3.2893 0.0002

 2 4339.9 3.2884 3.2893 0.0002
� 1 4101.4 3.2883 3.2892 0.0002
� 2 4101.2 3.2885 3.2893 0.0002

Tabelle 4: Rydbergkonstante f•ur Deuterium

Es gilt

� :=
RH

RD
=

� H

� D

1
=

memp

me + mp
�

me + 2mp

2memp
=

1
2

�
1 +

mp

me + mp

�

) (2� � 1)(me + mp) = mp

) (2� � 1)me = 2(1 � � )mp

)
mp

me
=

2� � 1
2(1 � � )

) 1 +
mp

me
=

me + mp

me
=

2 � 2� + 2� � 1
2(1 � � )

=
1

2(1 � � )

)
me

mH
= 2(1 �

RH

RD
) (61)

Das Gau�sche Fehlerfortp
anzungsgesetzliefert

�
�

me

mH

�
=

s �
� RH

RD

� 2

+
�

� RD
RH

R2
D

� 2

: (62)

Wir m•ussenalsodenMittelw ert und dessenFehlervon RH und RD bilden. Wir ignorieren
dabei die Messung� 2, da hier { wie in Abschnitt 2.3 argumentiert { ein Ablesefehler
begangenwurde.

Es ergibt sich �RH = (3; 2878� 0; 0002)� 1015s� 1 und �RD = (3; 2885� 0; 0002)� 1015s� 1.

Wir setzenin (61) und (62) ein und erhalten
me

mH
= (4; 3 � 0; 9) � 10� 4 .

Nach Literatur gilt me=mH � 5; 4 � 10� 4. Das liegt wie zu erwarten nur im zweifachen
Fehlerbereich unseresWertes.

1Hier vernachl•assigenwir relativistische E�ekte und setzenmp = mn .
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2.6 Bestimm ung der Deuteronenmasse

Wir setzenhier voraus, da� wir die MassedesElektrons me kennen.Nur aus den Er-
gebnissendesExperiments ist esnicht m•oglich, die Deuteronenmassezu bestimmen.

Wir rechnen also

mD K

2

� 2mp = 2me
mp

me
= 2me

�
1

me=mH
� 1

�
�

2me

me=mH

und setzenin die Gau�sche Fehlerformelein:

� mD K = 2me
�( me=mH )
(me=mH )2

:

me = 9; 109� 10� 31 kg schreiben wir aus [3] ab und erhalten:

(mD K = 4; 2 � 0; 9) � 10� 27kg .

Der Literaturw ert von 3; 3 � 10� 27 kg liegt wieder im doppelten Fehlerbereich unseres
Werts.

2.7 Bestimm ung von e
me

In diesemAbschnitt ignorieren wir unser Wissen •uber die Elektronenmasseaus der
Literatur, um unsereMe�ergebnisseein
ie�en lassenzu k•onnen.Die Faraday-Konstante
F ist die Ladung von 6; 02� 10� 23 Elektronen. Aus dem Periodensystemder Elemente
aus[3] lesenwir ab, da� 6; 02� 10� 23 Wassersto�atome1,008Gramm wiegen.Es gilt also

e
me

=
NA e

NA me
=

F
1; 008g� me=mH

�
F

0; 001kg� me=mH
:

Gau�sche Fehlerfortp
anzung liefert

�
�

e
me

�
=

F
0; 001kg

�( me=mH )
(me=mH )2

Es ergibt sich e=me = (2; 2 � 0; 5) � 1011C=kg

Diesmalliegt der Literaturw ert von 1,8�1011 C/kg im Fehlerbereich unseresWertes.Dies
l•a�t sich durch das Aufrunden des Fehlers in den vorangegangenenRechenschritten
erkl•aren.

2.8 Diskussion

Der bereits in den Me�werten f•ur die Wellenl•angen zu erkennendeO�set zieht sich
durch die gesamte Auswertung. Eine Erkl •arung w•are eineErsch•utterung desMe�ger•ats

2Wir n•ahern erneut mp = mn . Der Fehler betr•agt 0,1%, ist also klein im Vergleich zur Standardab-
weichung von me=mH , die 20% betr•agt.
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zwischen Eichung und Messung,aber es gab am Tage der Messungkeine sp•urbaren
Erdbeben. Es ist auch niemandgegenden Monochromator gesto�en.

Physikalische Ursachen k•onnenwir nur ausschlie�en. Relativistische Massenkorrekturen
sind zu klein und w•urden au�erdem in die falsche Richtung korrigieren. Der Lambshift
ist ebenfallszu klein, um den beobachteten systematischen Fehler zu erkl•aren.

Die � -Linie von Deuterium ist schwer zu erkennen,insbesonderein der erstenMessung.
Dies begr•undet sich zum einen durch die geringeIntensit•at der beiden � -Linien, zum
anderendurch dasFlackern der Lampe w•ahrendder erstenMe�reihe. Bei allen anderen
Linien ist die Isotopieverschiebung besserzu erkennen.
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3 Korrekturen zur Ausw ertung

Zur Formel (31) und Abbildung 4: (31) gibt die EnergieniveausdesEinelektronen-
atoms nach Ber•ucksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung und einer relativistischen Kor-
rektur wieder. Die relativistische Korrektur entsteht durch Entwicklung der relativisti-
schen Energie-Impuls-Beziehung nach Potenzenvon p2=m2

0c2. Bei Ber•ucksichtigung nur
der erstenOrdnung der Entwicklung ergibt sich ausdemKorrespondenzprinzipein addi-
tiver Korrekturterm f•ur den Hamiltonoperator. DessenBeitrag zur Gesamtenergiewird
- genauwie der der Spin-Bahn-Kopplung - mit Hilfe der Formeln der Theorie kleiner
St•orungenin erster Ordnung ermittelt:

ErsteKorrektur derEnergie= hungestoerterZustandjStoeroperatorjungestoerterZustandi

Man erkennt an Formel (31) nun eineForm der Entartung, die dem Wassersto�problem
ohneSpin und relativistische Korrektur fremd ist. Es ist n•amlich die Energienicht mehr
abh•angig von der Orientierung desSpins zum BahndrehimpulsdesElektrons, sondern
nur noch vom Gesamtdrehimpuls ~j = ~l + ~s.

Elektronen mit gleicher Hauptquantenzahl haben also gleiche Energie, wenn ihre Ge-
samtdrehimpulsquantenzahl j •ubereinstimmt. Die Behauptung von Seite 16 ist also
falsch. s- und p-Elektronen mit gleicher Hauptquantenzahl k•onnen gleiche Energieha-
ben, m•ussenaber nicht.

Gr •o�enordn ungen: Die Gr•o�enordnungender Korrekturen durch Feinstruktur und
Lambshift l•a�t sich Abbildung 4 entnehmen. (Ho�en tlich) Alle relevanten Gr•o�enord-
nungensind in Tabelle 5 zusammengefa�t.

E�ekt Gr•o�enordnung

Feinstruktur plus
relativistische E�ekte

10� 5-10� 4 eV

Lambshift 10� 6 eV
Isotopieverschiebung 10� 4-10� 3 eV

Hyperfeinstruktur 10� 6 eV

Tabelle 5: Gr•o�enordnungen

Linien breiten: Auf Seite 22 steht der kritisierte Satz \Der verwendete Spektralap-
parat hat eine bestimmte Spektralau
 •osung". Im folgendenentsteht der Eindruck, die
endliche Breite der Spektrallinien sei auf den verwendetenSpektralapparat zur•uckzu-
f•uhren. Richtig ist: Der Spektralapparat zerlegt das Spektrum in Kan•ale von endlicher
Breite. Er integriert nun in einembestimmten Zeitintervall die gesamte pro Kanal Kanal
einfallendeEnergie.Ist nun die Einteilung in Kan•ale feiner als die in Abschnitt 1.13dis-
kutierte Breite der Linien, soerkennt man im aufgenommenenSpektrum statt diskreter
Linien ausgeschmierte Glockenkurven in Lorentzform.
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Frage 3: Wie gro� ist der Radius der erstenBahn von myonischem Wassersto�?

Der Bohrsche Radius f•ur Wassersto� ist a0 = 1
�

~
mec. Hier ist die N•aherung � � me

gemacht worden (� ist die reduzierte Massedes Wassersto�atoms). Der Radius der
ersten Bahn desmyonischen Wassersto�s ist also a� = 1

�
~

� � c. Nun ist das Myon 206,8

mal schwerer als dasElektron, esgilt also � � = 206;8�memp

206;8�me+ mp
. Es gilt also

a� =
206; 8 � me + mp

206; 8 � mp
a0 =

�
me

mp
+

1
206; 8

�
a0 = a0=185; 9:

Frage 10: Die Aussage•uber die Au
 •osungeinesPrismenspektrographenwird korri-
giert in

�
� �

= d
@n
@�

mit dem BrechungsindexdesPrismenmaterialsn und der Basisbreited desPrismas.

Frage 15: Welche Breite b desAustrittsspalts w•ahlt man bei vorgegebenerAu
 •osung
a) bei photographischer RegistrierungdesSpektrums, b) bei Aufnahme desSpektrums
mit einemPhotomultiplier?

a) Bei photographischer RegistrierungdesSpektrums l•a�t man den Austrittsspalt weg.
Auf der Photoplatte sieht man dann das gesamte Spektrum. Die Position auf der Pho-
toplatte gibt Auskunft •uber die Wellenl•angeder Strahlung, der Grad der Schw•arzung
•uber die Intensit•at.

b) Bei Aufnahme mit einemPhotomultiplier pa�t man die Spaltbreite der Breite eines
Beugungsmaximums desGitters an. Man will n•amlich sowohl unerw•unschte Wellenl•an-
genausblendenals auch m•oglichst viel Licht der gew•unschten Wellenl•angedurchlassen.
Zur Wahl der Wellenl•angeverdreht man dann das Gitter. Genauer:Ein Gitter hat be-
kanntlich die Au
 •osung

�
� �

= N , � � =
�
N

:

Die zu beantwortende Frageist also:Wie weit ist der Peak zu � + � � in der Ebenedes
Spalts vom Peak zu � entfernt?

Ist � der Winkel zwischen Peak-Lichtstrahl und Gittersenkrechte, so gilt � = dsin� ,
wenn d der Abstand zwischen zwei Gitterlinien ist. Das kann man n•ahern zu � � d�
oder � � �=d . Esgilt alsof•ur die Winkeldi�erenz � � zwischenden� - und � + � � -Peaks:

� � �
�

dN
:

Ist l der Abstand zwischen Gitter und Austrittsspalt, sow•ahlt man

b=
�l
dN

:

� w•ahlt man zweckm•a�ig als kleinste aufzul•osendeWellenl•ange.
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Zur Linie 7: Wir •andernnach Absprache den Endwert in den Daten zur Linie 7 von
4910in 4919�A. Wir ho�en, damit einenbei der Messunggemachten Fehlerzu beheben.
DieseHo�n ung entspricht den Indizien; so umfa�t die Datei zur Linie bei 5769�A mit
37 Me�werten einenBereich von 3,7 �A. Die Datei zur Linie bei 4916�A umfa�t ebenfalls
37 Me�werte und einen Bereich von 3,6 �A. Die Restabweichung l•a�t sich mit einem
Ablesefehleram Monochromator erkl•aren, den wir jetzt aber nicht mehr korrigieren
k•onnen.

Es ergibt sich einever•anderte Abbildung 17 auf Seite37. Wir lesenaus der Abbildung
eine Peakposition von 4917,25�A und eine Halbwertsbreite von 0,84 �A ab. Wir erhal-
ten eine ver•anderte Tabelle 2 auf Seite 36. Damit •andert sich auch der Graph 20 zur
Eichgeraden(Seite 39. Hier werdennoch die Fehlerbalken der Werte ersetzt durch den
Fehler bei der Bestimmung desEichfehlersdesMonochromators, � n = 0; 3�A.

Die neue Eichung ergibt Abweichungen von der alten Eichung. Deswegen sind alle
Wassersto�- und Deuteriumlinien neu geplottet. Die entsprechendenTabellen sind auf
den neuenStand gebracht. Zur Ermittlung der Positionen wurde die im n•achsten Ab-
schnitt beschriebeneMethode verwandt.

\Massenmetho de" zur Ermittlung der Linienp ositionen: Die Positionen der
Linien sollten folgenderma�en ermittelt werden: Nach Augenma� wird die Glocke so
durch einen senkrechten Strich geteilt, da� auf beiden Seitengleiche Fl•achen zwischen
Kurve und Rauschuntergrund entstehen.

In Tabelle 6 sind die so gewonnenenErgebnissemit Literaturw erten verglichen (Die
Zahlen in den Tabellen 4 und 3 sind mit dieserMethode ermittelt, da die neueEichung
ohnehineineneueBearbeitung n•otig machte).

Linie/Messung Wellenl•ange
Wellenl•ange
(Literatur)
(siehe[3])

Fehler des
Eichfehlers

� /1 6562,9 6562,79 0,3
� /2 6563,6 6562,79 0,3
� /1 4861,8 4861,33 0,3
� /2 4861,7 4861,33 0,3

 /1 4340,9 4340,47 0,3

 /2 4340,9 4340,47 0,3
� /1 4102,1 4101,74 0,3
� /2 4102,1 4101,74 0,3

Tabelle 6: Neu ermittelte und computerermittelte Linienpositionen f•ur Wassersto�.
EbensoLiteraturw erte. Alles in �A

Vergleic h mit Literaturw erten: Alle unsereWerte (bis auf denAusrei�er � /2) sind
um ungef•ahr 0,4-0,5�A gr•o�er als die Literaturw erte. Die Literaturw erte liegenalsonur
noch innerhalb desdoppelten Fehlerbereichs von � n = 0; 3�A. Der FehlerdesEichfehlers
dominiert hier, denn der Ablesefehlerist deutlich kleiner.
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F•ur Deuterium ist noch Tabelle 7 angefertigt worden.

Linie/Messung Me�wert
Wellenl•ange
(Literatur)
(siehe[3])

Fehler des
Eichfehlers

� /1 6561,4 6560,95 0,3
� /2 6561,8 6560,95 0,3
� /1 4860,7 4859,97 0,3
� /2 4860,6 4859,97 0,3

 /1 4339,9 4339,25 0,3

 /2 4339,9 4339,25 0,3
� /1 4101,4 4100,59 0,3
� /2 4101,2 4100,59 0,3

Tabelle 7: Me�- und Literaturw erte ausdem Deuteriumspektrum. Alles in �A.

Alle Me�werte f•ur Deuterium sind um 0,6 bis 0,8 �A zu gro�. Die Abweichung ist hier
gr•o�er und streut st•arker als bei den Wassersto�inien, da die Peaksdeutlich schwerer
zu erkennenund von der linken Flanke der Wassersto�inien teilweiseverschluckt wer-
den. Die Willk •ur bei der Wahl der Fortsetzung der Glockenkurve nach rechts (in die
Wassersto�inien
ank e hinein) ist gro�.

Die Ursache dessowohl f•ur die Wassersto�inien als auch f•ur die Deuteriumlinien beob-
achtbaren O�sets ist f•ur uns leider nicht erkennbar. Vermutlich hat der Monochromator
nach der Eichung einenSto� erlitten.

Aufgab en b-d, Diskussion: Die entsprechendenSeitenwurden neugeschrieben und
beigelegt.
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