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Zusammenfassung

Wir untersuchen einigeRandbedingungenf•ur DiracoperatorenausSicht des
KontinuumslimesdesChalker-Coddington-Modells sowie ausSicht der

mathematischen Theorie von Spinorb•undeln •uber kompakten
Mannigfaltigkeiten mit zylindrischem Kragen. Wir de�nieren den Begri�

Punktkontakt im Kontinuumslimes•uber eineAufteilung der
Wellenfunktion am Kontaktort, die von einer Randbedingungsichergestellt

wird. Abschlie�end untersuchen wir f•ur ein Systemmit schwacher
Unordnung die Beziehung zwischen Punktkontaktleit werten im o�enen und

Dichtekorrelationen im geschlossenenFall.
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0.1 Was sind Diracop eratoren?

In der relativistischen Quantenmechanik beschreibt die Diracgleichung die
Dynamik der Fermionen. Sie wird verwendet, da die klassische Schr•odin-
gerdynamik weder die relativistische Energie-Impuls-Relation erf•ullt noch
den Spin der Fermionen beschreibt. Diese Arbeit besch•aftigt sich mit Di-
racoperatoren in der Festk•orperphysik. Hier ist die Dynamik nicht-relati-
vistisch. Sie wird von den Di�eren tialoperatoren zweiter Ordnung beschrie-
ben, die in der Physik Schr•odinger- und in der Mathematik Laplace-Opera-
toren hei�en. Ein Diracoperator beschreibt hier zum Beispiel eine e�ektiv e
Theorie bei tiefen Temperaturen.

Aus Sicht der Mathematik ist ein Diracoperator eineQuadratwurzel aus ei-
nem Laplace-Operator. Ein Laplace-Operator ist ein Operator der Form

X

ij

gij @i @j + Terme1. und 0. Ordnung

in lokalen Koordinaten. gij = (dx i ; dx j ) bezeichnet die Metrik auf dem Ko-
tangentialb •undel.

Wir betrachten zun•achst das kanonische Beispiel f•ur einen Diracoperator
in der relativistischen Quantenmechanik: Den Hamiltonian des freien Elek-
trons in der (3+ 1){dimensionalenMinkowski-Raumzeit.Aus der klassischen
Energie-Impuls-Relation

E =
p2

2m
f•ur ein Teilchen mit Massem folgt bekanntlich mit Hilfe desKorrespondenz-
prinzips die Schr•odingergleichung in Ortsdarstellung. Die Energiedispersion
f•ur ein relativistischesTeilchen ist aber

E 2 = m2c4 + p2c2; (1)

wenn c die Lichtgeschwindigkeit ist. AnwendungdesKorrespondenzprinzips
f•uhrt zur Klein-Gordon-Gleichung

�
� ~2 @2

@t2
+ (c~)24

�
� = m2c4�;

die man in manifest relativistisch kovarianter Form auch
�

@� @� +
m2c2

~2

�
� = 0
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schreiben kann { ausmathematischer Sicht eineEigenwertgleichung f•ur einen
Laplace-Operator. DieseGleichung ist allerdingsvon zweiter Ordnung in der
Zeit, was physikalisch gesehendie Wahrscheinlichkeitsinterpretation f•ur �
erschwert. Man zieht daher die Quadratwurzel und schreibt dazu formell

(i~
 � @� � mc) = 0:

 nimmt Werte in einemnoch zu bestimmendenVektorraum an. Alle Ablei-
tungen sind erster Ordnung. Im Gegensatzzur Schr•odingergleichung spielt
die Ableitung nach der Zeit hier analogzur relativistischen Dispersionsrela-
tion keine hervorgehobeneRolle. ZweimaligesAnwendendesOperators auf
der linken Seitemu� eineKlein-Gordon-Gleichung in jeder Komponente von
 ergeben. Es folgt die fundamentale Antivertauschungsrelation der 
 � , die
Cli�ordrelation


 � 
 � + 
 � 
 � = � 2g�� 1l;

mit der Lorentzmetrik der Raumzeitg�� . DieseRelation bildet eineGrundla-
ge f•ur die Konstruktion allgemeinererDiracoperatoren.Sie legt hier die An-
zahl der Komponenten von  auf ein nat•urlichzahligesVielfaches von Vier
fest. Diese Tatsache erlaubt die Beschreibung des Elektronenspins,f•ur die
allerdings auch zwei Komponenten gereicht h•atten. Die •uberz•ahligen Kom-
ponenten entsprechen au�erdem negativen Energien. Um das Dilemma zu
l•osen,postulierte Dirac, da� in der Natur alle Zust•andemit negativer Ener-
gie besetztseien.Ist ein Zustand nicht besetzt,soentsteht ein Positron, das
damalsaber experimentell noch unbekannt war.

Angesichts der Tatsache, da� die Diracgleichung die relativistische Energie-
Impuls-Relation erf•ullt, ist esumsoerstaunlicher, da� Diracoperatorenauch
als Hamiltonians, also Generatorender Zeitentwicklung, in der Festk•orper-
physik Anwendung �nden. Ein Beispiel { mit dem wir uns in dieserArbeit
vornehmlich besch•aftigen { ist der Kontinuumslimesdes Chalker-Codding-
ton-Modells, siehe[5]. Den Kontinuumslimeseinesquadratischen Gittermo-
dells, in demTeilchenvon einemGitterplatz zum n•achstenund •ubern•achsten
springenk•onnen,beschreiben Ludwig, Grinstein, Shankar und Fisher in [7].
Eine Zusammenfassungder Beschreibung des Tieftemperaturlimes von D-
Wellen-Supraleiternmit Hilfe von Diracoperatorenliefern Zirnbauer,Altland
und Simonsin [3].

Um zu verstehen,wie ein Diracoperator in e�ektiv en Beschreibungen fest-
k•orperphysikalischer Modelle auftaucht, betrachten wir einenauf mehrkom-
ponentigen WellenfunktionenwirkendenPropagator

U = e� it ~� 1H (k)
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mit Hamiltonian H im Impulsraum. Die Exponentialfunktion l•a�t sich in
einePotenzreihe

U = 1 � it ~� 1

�
H jk=0 + (@kH )jk=0 k +

1
2

(@2
k H )jk=0 k2 + : : :

�
+ : : :

entwickeln. F•ur kleine Impuls- und damit Energievariationen sowie nichtver-
schwindendem (@kH )jk=0 und verschwindendem H jk=0 vernachl•assigenwir
h•ohereOrdnungenund erhalten als N•aherungf•ur den Hamiltonian im Orts-
raum

D := (@kH )jk=0 @x ;

was ein Diracoperator sein kann, wenn U auf mehrkomponentigen Wellen-
funktionen wirkt.

Die Spektren von U und D veranschaulichen die durchgef•uhrte N•aherung:
Das Spektrum von D liegt auf der Tangente in 1 an den Einheitskreis, auf
dem das Spektrum von U liegt, sieheAbbildung 1. Im Gegensatzzur rela-
tivistischen Quantenmechanik, in der Diracoperatorenzur Beschreibung des
Hochenergieverhaltensverwendetwerden,beschreibt dieserDiracoperator al-
sodasNiederenergieverhalten desSystems!Zudemkann der Massenterm von
D verschwinden: Die beschriebeneDynamik ist dann die masseloserTeilchen
oder Anregungen.

Spektrum des
Diracoperators

Pro
pa

ga
to

rs

Spe
ktr

um
de

s

1

Abbildung 1: Spektren einesPropagators und des zugeh•origen Diracopera-
tors.

Diese Arbeit besch•aftigt sich mit Randbedingungen f•ur Diracoperatoren.
Randbedingungensind n•otig, um aus dem Vektorraum aller L•osungen� ei-
ner linearenDi�eren tialgleichung L� = 0 die zum jeweils gestelltenProblem
passendenauszuw•ahlen. Eine •aquivalente Sichtweise ist: Eine Randbedin-
gung schr•ankt den De�nitionsb ereich desOperators L ein. Er beh•alt dabei
seineformale Gestalt bei, die •Anderung desDe�nitionsb ereich •andert aber
seineEigenschaften.
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Wir betrachten zun•achst einen Schr•odingeroperator auf Funktionen auf ei-
nem Intervall. Bekanntlich erf•ullt die Dirichlet-Randbedingung

� jRand = 0

die physikalische Forderung, da� der Strom durch den Rand verschwindet.
Der Schr•odingeroperator ist auf dem so eingeschr•ankten Funktionenraum
selbstadjungiert. Schr•anken wir hingegenden De�nitionsb ereich eines Di-
racoperators mit dieser Randbedingung ein, so bleibt uns nur die trivia-
le L•osung.Der Diracoperator ist auf dem eingeschr•ankten Funktionenraum
nicht selbstadjungiert. Sinnvolle Randbedingungenf•ur einige relativistische
Diracoperatoren werden in [2] diskutiert. Wir werden uns mit Randbedin-
gungensowohl auf dem Rand als auch an L•ochern in einer Mannigfaltigkeit
f•ur Diracoperatorenausder Festk•orperphysik besch•aftigen.

Die folgendeArbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste besch•aftigt sich mit
Randbedingungenf•ur Diracoperatoren aus physikalischer und mathemati-
scher Sicht. Wir werden zuerst eine physikalisch motivierte Randbedingung
formulieren: Wir fordern das Verschwinden der Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte durch den Rand der betrachteten Mannigfaltigkeit. Wir f•uhren dann
dasGittermodell von Chalker und Coddington ein, dasim Kontinuums-und
Tieftemperaturlimes durch einenDiracoperator D beschrieben wird. Au�er-
dem wird mit diesemModell eine nat•urliche Randbedingung f•ur Spinoren
auf der Halbebene mitgeliefert. Wir rechnen explizit die Hermitezit•at von
D nach und zeigen,da� f•ur der Randbedingung gen•ugendeEigenspinoren
die Normalkomponente der Wahrscheinlichkeitsstromdichte am Rand ver-
schwindet. F•ur die Einheitskreisscheibe �nden wir Randbedingungendurch
explizites Ausrechnen der Adjungierten von D, ebensof•ur ein beschr•anktes,
sternf•ormigesTeilgebietder Ebene.

Wir wendenuns dann der mathematischen Sichtweisezu. Im physikalischen
Teil haben wir uns nur mit Mannigfaltigkeiten verschwindender Kr •ummung
befa�t. Langfristig sollenauch Randbedingungenf•ur denFall nichtverschwin-
denderKr •ummung verstandenwerden.Wir geben deshalbzun•achst f•ur eine
bestimmte Klasse von Mannigfaltigkeiten eine Konstruktionsvorschrift f•ur
Diracoperatoren. Wir m•ochten eine der in der Mathematik existierenden
Theorien nutzen und besch•aftigen uns daher mit der Arbeit [9] von Paul
Kirk und Matthias Lesch. Um kompatibel zu sein,schr•anken wir uns weiter
ein und betrachten eineUntermengevon Diracoperatorenauf Spinorb•undeln
•uber glatten, kompaktenMannigfaltigkeiten mit Kragen. Ein Beispiel f•ur ei-
ne solche Mannigfaltigkeit ist der Erlenmeyerkolben ausder Chemie.W•ahlt
man als Randbedingung ein Element der sogenannten selbstadjungierten
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Fredholm-Grassmannschen, einer Familie orthogonaler Projektoren, so hat
der Diracoperator physikalisch sinnvolle Eigenschaften. Obwohl die von uns
zuvor betrachteten Mannigfaltigkeiten und Diracoperatorendie von der Ma-
thematik gestellten Bedingungenverletzen, stellen wir fest, da� zumindest
einigezu den gefundenenRandbedingungengeh•orige Projektoren Elemente
der jeweiligenFredholm-Grassmannschensind. Zuletzt konstruierenwir noch
einen Diracoperator auf einem Spinorb•undel •uber der oberen Einheitshalb-
kugelschale, einerMannigfaltigkeit, die nach Verklebungmit einemniedrigen
Kreiszylindermantel allen mathematischenVoraussetzungengen•ugt. Die Ma-
thematik kennt verschiedeneIndizes und Invarianten von Diracoperatoren.
Angelpunkt der Theorie ist der Calder�on-Projektor, den wir de�nieren und
f•ur die Halbebeneals Basismannigfaltigkeit auszurechnen versuchen.

Der zweite Teil der Arbeit besch•aftigt sich mit Punktkontakten und ihren
Leitwerten f•ur den Diracoperator D mit schwacher Unordnung auf einem
Spinorb•undel •uber einemTeilgebietder Ebene.F•ur dasChalker-Coddington-
Netzwerkmodell ist ein Punktkontakt durch AufschneideneinesVerbindungs-
st•ucks und Verwendungder Enden als Zu- und Ab
 •u�e desSystemserkl•art.
Wir simulieren numerisch zwei Punktkontakte in einem verwandten klassi-
schen Modell. Die Wahrscheinlichkeitsdichten verhalten sich in der N•aheder
Kontaktorte divergent. Wir de�nieren den Begri� Punktkontakt im Konti-
nuumslimesals eineBedingungan dasVerh•altnis der Koe�zien ten von ein-
und auslaufenderKomponente einesEigenspinors.Wir stellen fest, da� die-
se Bedingung zum Beispiel bei Angabe bestimmter Randbedingungenf•ur
die Spinoren erf•ullt ist. Unser Ziel ist nun, die Aufteilung der Eigenspino-
ren in ein- und auslaufendeKomponente formal durchzuf•uhren. Um einen
Punkt auszuzeichnen, schreiben wir die Diracgleichung in Polarkoordinaten
auf. Wir l•osensiedurch Entwicklung nach Drehimpulseigenspinoren.Die ge-
suchte Aufteilung der Spinorenergibt sich bei diesemZugangautomatisch.
Auch hier zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte divergentes Verhalten in der
N•ahedesPunktkontaktorts. Zuletzt �nden wir eineM•oglichkeit, einenkurz-
geschlossenenPunktkontakt im geschlossenenSystemdurch lokale Variation
desPotentials zu simulieren.

In [6] �nden Rochus Klesseund Martin R. Zirnbauer eine Formel, die f•ur
das Chalker-Coddington-Modell mit U(1)-Unordnung Punktkontaktleitwer-
te mit Dichtekorrelationen in Verbindung setzen.Sienutzen aus,da� die Ei-
genzust•andeeinesgeschlossenenNetzwerksbei ResonanzdenStreuzust•anden
deso�enen Netzwerks entsprechen. Zur Einstellung auf Resonanzwird eine
Phasevariiert. Da dasSpektrum desPropagatorsperiodisch sowohl entlang
der Spektralachsealsauch unter Variation derPhaseist, kanngezeigtwerden,
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da� f•ur genaueinenWert desPhasenwinkelsResonanzeintritt. Wesentlich ist
nun die Tatsache, da� dasUnordnungsmittel auch •uber diesePhasemittelt.
Es gibt alsoeineneinfachen Zusammenhangzwischen der Mittelung •uber re-
sonante Kon�gurationen und der urspr•unglichenUnordnungsmittelung.Eine
AnwendungdiesesZusammenhangsauf eineRelation, die bei Resonanzden
Punktkontaktleit wert nach Landauer und B•uttik er mit Dichtekorrelationen
verbindet, liefert die Ergebnisformel.Wir versuchen, denentsprechendenZu-
sammenhangim Kontinuumslimesmit schwacher Unordnung zu �nden. An
die Stelle der Phasenabstimmung von Klesseund Zirnbauer tritt eine Ab-
stimmung desUnordnungspotentials in der N•aheeinesKontakts. Man st•o�t
dabei auf Probleme,da das Spektrum weder unter Variation desPotentials
noch entlang der Spektralachse periodisch ist. Wir versuchen, das Problem
durch Mittelung •uber viele resonante Einstellungen zu l•osen.Wir nehmen
im folgendenan, da� das Unordnungsmittel ausreichend starke Potentialva-
riationen enth•alt. Unter weiterenAnnahmen,derenG•ultigkeit wir im Detail
besprechen, erhalten wir eine •ahnliche Beziehung zwischen resonantem und
gew•ohnlichem Unordnungsmittel wie Klesseund Zirnbauer.DieseBeziehung
liefert eineanalogeErgebnisformel.
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Kapitel 1

Randb edingungen f•ur
Diracop eratoren

1.1 Ph ysik alische Sicht

1.1.1 Der Vergleic h zum Schr •odingerfall

In der Festk•orperphysik wird die Dynamik meistensbeschrieben durch einen
Operator vom Schr•odingertyp. In Ortsdarstellung handelt essich um Di�e-
rentialoperatoren zweiter Ordnung. Als Konsequenzdaraus weisenWellen-
funktionen f unter schwachen Voraussetzungenan die den Schr•odingerope-
rator charakterisierendenPotentiale keineSprungstellenauf. Ist dasSystem
begrenzt, so ergibt sich aus der Sprungstellenfreiheiteine nat•urliche Rand-
bedingungf•ur die Wellenfunktion:

f jRand = 0:

Diese Randbedingung stellt sicher, da� keine Wahrscheinlichkeit aus dem
System heraus 
ie�t; das ist •aquivalent dazu, da� der Schr•odingeroperator
auf den die Randbedingungerf•ullenden Wellenfunktionenhermitesch ist.

Diracoperatorenwirken nun auf Spinoren und sind in Ortsdarstellung Dif-
ferentialoperatoren erster Ordnung. Deshalb d•urfen { stellt man die obige
Bedingung an die Potentiale hier an die Masse{ die Spinoren am Rand
springen.Das ist auch n•otig: Verlangenwir

 jRand = 0;

so verschwindet  als EigenspinordesDiracoperators •uberall.
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1.1.2 Ph ysik alische Randb edingung

Eine physikalisch geeigneteRandbedingung ergibt die Forderung, da� die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte senkrecht zum Rand verschwinden soll. Die-
seRandbedingungunterscheidet sich qualitativ von der Randbedingungim
Schr•odingerfall und auch von den in der mathematischen Theorie betrachte-
ten. Sie ist, wie wir sehenwerden, nicht linear, sondernquadratisch in den
Spinorkomponenten. Wir werden sp•ater aber mehrereSpezialf•alle •uberset-
zen.

De�nieren wir zun•achst den Begri� Wahrscheinlichkeitsstrom. Die Norm
 y einesSpinors ist identisch zur Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion
� : M ! R auf dem Ortsraum M . � ist eine ungeradeTopform zugeordnet,
die wir Wahrscheinlichkeitsdichte nennenund ebenfallsmit � bezeichnen. Es
gilt die (zeitabh•angige) Diracgleichung. Weiterhin fordern wir Wahrschein-
lichkeitserhaltung, alsodie G•ultigkeit einer Kontinuit •atsgleichung

_� + dj = 0

f•ur dieWahrscheinlichkeitsdichte. j ist die gesuchte Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte, eineungerade2-Form. Wir werdenj f•ur M � E2 und einenspeziellen
Diracoperator sp•ater explizit ausrechnen.

1.1.3 Lok ale Randb edingungen f•ur den Diracop erator
auf der rechten Halb ebene

Als erstesBeispiel betrachten wir die rechte Halbebene.Wir m•ochten einen
festk•orperphysikalisch relevanten Diracoperator verwenden und betrachten
deshalbdasChalker-Coddington-Modell.

Das Chalk er-Co ddington-Mo dell.

DasChalker-Coddington-Modell beschreibt Teilchenauf einemquadratischen,
bipartiten und chiralen Netzwerk. Die Teilchen sitzen zu diskreten, •aquidi-
stanten Zeitpunkten auf den Verbindungsst•ucken (im folgendenabk•urzend
auch \Links" genannt) des Netzwerks. Die Wahrscheinlichkeitsamplituden
auf den Links werdenim Zustandsvektor 	 zusammengefa�t.Ihre Dynamik
kann durch einen Propagator U beschrieben werden, der 	 zu einem Zeit-
punkt T auf 	 zum Zeitpunkt T + 1 abbildet:

	( T + 1) = U	( T):
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DieserPropagator hat mehrerespezielleEigenschaften:

1. U kennt die Bipartit •at desGitters: Wahrscheinlichkeitsdichte auf einem
horizontalen Link wird abgebildet auf Wahrscheinlichkeitsdichte auf
vertikalen Links.

2. Die Wahrscheinlichkeit verl•a�t einen Link nur in eine Richtung (Chi-
ralit •at).

3. Aus 1. und 2. folgt: Beim VerlasseneinesLinks biegt ein Teilchen nach
rechts oder links ab. Der Bruchteil p der Wahrscheinlichkeitsamplitude,
der nach rechts abbiegt, seinun r•aumlich zuf•allig aber zeitlich konstant
verteilt.

4. Beim •Ubergangvon einemLink zum n•achsten erh•alt die Wahrschein-
lichkeitsamplitude einezuf•allige, aber zeitlich konstante Phase.

5. Wir w•ahlen willk •urlich eine der vier Verbindungsorientierungen. Die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, die auf einen Link mit dieserOrientie-
rung transportiert wird, erh•alt einezus•atzlichePhasemit Phasenwinkel
� .

Wir m•ochten den Propagator als m•oglichst kompakte Matrix schreiben. Da-
zu teilen wir dasNetzwerk in quadratische Plaketten auf, derenR•ander den
UhrzeigersinnalsUmlaufsinn tragen. Wir bezeichneneinePlakette desNetz-
werkswie in Abbildung 1.1. Wir ordnendie Amplituden auf den Verbindun-
geneiner Plakette zu einem4-Tupel

~ =

0

B
B
@

~ 1
~ 3
~ 2
~ 4

1

C
C
A

und bezeichnen ~ im folgendenals Spinor. Die L•angeder Verbindungsst•ucke
sei1. Wir k•onnenU jetzt alsSummevon Tensorprodukten von 4� 4-Matrizen
mit Translationenum 1 und 0 entlang der Gitterachsenschreiben.

Vom Chalk er-Co ddington-Mo dell zum Diracop erator

Der Propagator U hat dann die Blockform

U =
�

0 M
N 0

�
) U2 =

�
M N 0

0 N M

�
:
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Abbildung 1.1: Bezeichnungen f•ur eine Plakette des Chalker-Coddington-
Modells.

U2 ist also blockdiagonal. Die Zeitentwicklung der Untergitter ist durch die
Quadrierung entkoppelt worden. Nach Fouriertransformation und •Ubergang
zum Kontinuumslimesergibt sich unter Verwendungder N•aherung

U = e� i ~D � 1 � i ~D

ein Operator

~D = � z(� i@x � Ax ) + � x (i@y + Ay) � � ym + 1lV

vom Diractyp f•ur M � N . � i sind die Paulimatrizen

� x =
�

0 1
1 0

�
; � y =

�
0 � i
i 0

�
; � z =

�
1 0
0 � 1

�
:

A = Axdx + Aydy ist ein magnetisches Eichpotential, V ein Skalarpotenti-
al und m eine ortsabh•angigeMasse.Die Masseentsteht aus den zuf•alligen
Abweichungen der Abbiegeamplitudevon 1=2, Eich- und Skalarpotential aus
den Zufallsphasenwinkeln. Ein •ahnlicher Operator ~D 0 ergibt sich f•ur N � M :

~D 0 = � z(i@y + Ay) + � x (� i@x � Ax ) + � ym + 1lV:
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Chalker und Ho berechnen nun noch eine •Ahnlichkeitstransformation

G =
1

p
2

�
i � 1
i 1

�
; G� 1 =

1
p

2

�
� i � i
� 1 1

�
; (1.1)

die ~D in Standardform bringt. Hiermit gilt:

D := G ~DG� 1 = � x (px � Ax ) + � y(py � Ay) + � zm + 1lV: (1.2)

Zu ~D 0 �ndet man die •Ahnlichkeitstransformation

G0 =
1

p
2

�
1 � i

� i 1

�
; G0� 1 =

1
p

2

�
1 i
i 1

�
;

so da� D 0 := G0~D 0G0� 1 Standardform hat.

Eine Randb edingung.

DasNetzwerkmodell liefert f•ur einenRandentlang der LinkachseneineRand-
bedingung,die die Wahrscheinlichkeitsstromdichte am Rand desGitters ver-
schwinden l•a�t. Wir betrachten die rechte Halbebene, die wir mit einem
Chalker-Coddington-Netzwerk f•ullen. Um ein Teilchen vollst•andig von ihrem
linken Rand abprallen zu lassen,mu� die •uber Verbindung 1 zur•uck
ie�ende
Wahrscheinlichkeit gleich der •uber Verbindung 3 ein
ie�enden Wahrschein-
lichkeit sein,was man durch

~ 1 = � ~ 3

sicherstellen kann. Die zus•atzliche � -Phaseaus Punkt 5. von Seite 11 wird
hier an Link 4 hinzugef•ugt, was das Vorzeichen erkl•art. F•ur obere R•ander
lautet die Bedingungzum Beispiel ~ 2 = ~ 4.

Erstere Randbedingungl•a�t sich auch schreiben als

~P ~ :=
1
2

�
1 1
1 1

� � ~ 1
~ 3

�
=

�
0
0

�
:

In dieserForm ist sievergleichbar mit denRandbedingungenausder mathe-
matischen Arbeit [9] von Paul Kirk und Matthias Lesch. Sie l•a�t sich f•ur D
umformen:

P := G ~PG� 1 =
1
2

�
1 i

� i 1

�
: (1.3)

F•ur ein System,dessenDynamik von D bestimmt wird, vermuten wir also,
da� die Bedingung  3jRand = i 1jRand zu einemreellenSpektrum f•uhrt und
keinenFlu� durch die y-Achsezul•a�t. Die  f 1;2;3;4g sind im Kontinuumslimes
Funktionen R2 ! C.

13



Hermitezit •at von D mit der Randb edingung P

Wir betrachten im folgendendasVektorb•undel

� : (E := rechte Halbebene� C2) ! (M := rechte Halbebene):

Wir zeigen,da� D mit der Randbedingung P ein hermitescher Operator
ist. \ D mit der RandbedingungP" ist zu verstehenals D j f  2 L 2 (E )jP  jRand =0 g

und wird (D; P) abgek•urzt. Seien und � zwei beliebige,quadratintegrable
2-Spinoren.Es gilt

h jD � i

=
Z

M

� �
V + m � Ax + iA y

� Ax � iA y V � m

� �
 1

 3

�� y �
� 1

� 3

�
dx ^ dy+

+
Z

M

�
 1(� i@x � @y)� 3 +  3(� i@x + @y)� 1

�
dx ^ dy

= hD j� i � i
Z

@M
( 1� 3 +  3� 1)jx=0 dy:

Wie wir sehen,ist D genaudann hermitesch f•ur wie obende�nierte Spinoren,
wenn

R
R( 1� 3 +  3� 1)jx=0 dy = 0 ist. Betrachten wir die Randbedingungen

ausAbschnitt 1.1.3: � 3jx=0 = i� 1jx=0 ,  3jx=0 = i 1jx=0 , sogilt

 1� 3 +  3� 1 = i  1� 1 � i  1� 1 = 0;

jx=0 der •Ubersichtlichkeit halber weglassend.(D; P) ist alsohermitesch.

Wahrscheinlic hkeits
u� durc h die y-Ac hse

Wir suchen in diesemAbschnitt zun•achst zum gegen•uber (1.2) etwas ver-
einfachten Diracoperator D = � i� x @x � i� y@y und Randbedingungsoperator
P aus (1.3) passendestation•are Zust•ande. Wir zeigendann, da� in diesen
Zust•andendie Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch die y-Achseverschwin-
det.

Wir fouriertransformieren D mit Hilfe der uneigentlichen Orthogonalbasis
f eik xeiqy jk; q 2 Rg von L 2(R2) und erhalten die Matrix

�
0 k � iq

k + iq 0

�
:
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DerenEigenwerte sind wie erwartet E � = �
p

k2 + q2. Zum positiven Eigen-
wert erhalten wir den Eigenvektor

 + (k; q) :=
�

k � iq
E �

�
= E+

�
e� i arg(k+ iq)

� 1

�
;

zum negativen

 � (k; q) :=
�

k � iq
E+

�
= E+

�
e� i arg(k+ iq)

1

�
:

Der allgemeinsteAnsatz f•ur einenEigenzustandvon D mit E 6= 0 ist

 (x; y) :=
Z

dqdk
1

E+

�
� + (k; q) + (k; q)eik x + � � (k; q) � (� k; q)e� ik x

�
eiqy :

Die ungew•ohnliche Anordnung dient der Vereinfachung der folgendenRech-
nung. Die Parameter � � sind C-wertige Funktionen, die nun an die Randbe-
dingung (1.3) angepa�t werden.Wir unterdr•ucken in der folgendenRechnung
ihre Argumente. Wir schreiben � := e� i arg(k+ iq) . Es mu� gelten:

 2jx=0 = i 1jx=0

, � � � � + = i� + � � i� � �

, � � (1 + i � ) = � + (1 + i� ):

 k;q :=
�

(1 + i � )
�

�
� 1

�
eik x + (1 + i� )

�
� �
1

�
e� ik x

�
eiqy

erf•ullt alsoP = 0 und D = E+  . Wegender Linearit •at aller vorkommen-
den Operatoren, der Sesquilinearit•at des Skalarprodukts und der Orthogo-
nalit •at der f ei (kx+ qy)g brauchen wir nur zu zeigen,da� f•ur diesenSpinor der
Wahrscheinlichkeitsstrom j x durch die y-Achse verschwindet. j x wurde auf
Seite10 de�niert und wird auf Seite37 berechnet. Es ist

j x (0; � ) / <  y
k;q� x  k;qjx=0

= <

2

4(� + � )
| {z }

2 R

(1 + i � )(1 + i� )
| {z }

2 iR

3

5

= 0:

Damit ist gezeigt, da� die aus dem diskreten Chalker-Coddington-Modell
gefolgerteRandbedingungauch im Dirac- und KontinuumslimesdasTeilchen
in der rechten Halbebenefestsetzt.
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1.1.4 Lok ale Randb edingungen f•ur den Diracop erator
auf der Einheitskreissc heib e

Wir betrachten in diesemAbschnitt alsBasismannigfaltigkeit M unseresSpi-
norb•undels � : E ! M nicht mehr die Halbebene wie in Abschnitt 1.1.3,
sonderndie Einheitskreisscheibe zentriert auf demUrsprung B1(o). Als Dira-
coperator w•ahlenwir der Einfachheit halber D = � i� x @x � i� y@y . Wir wollen
zun•achst heraus�nden,welcheRandbedingungenSpinorenausL 2(E) erf•ullen
m•ussen,damit D auf ihnen hermitesch ist. Wir verwendenim folgendender
K•urze halber die Konvention @i f =: f i mit i einerKoordinatenfunktion. Wir
werdenzu Polarkoordinaten •ubergehen.Die Konventionen sind hier:

x = r cos�; y = r sin�;

@x = cos�@r �
sin�

r
@� ; @y =

cos�
r

@� + sin�@r ;

dx ^ dy = rdr ^ d�:

Es ist

h� jD  i =
Z

B 1 (o)
(� i � 1 3x � � 1 3y � i � 3 1x + � 3 1y)dx ^ dy

=
Z

B 1 (o)
[� � 1(� i sin� + cos� ) 3� � r � 1(i cos� + sin� ) 3r +

+ � 3(i sin� + cos� ) 1� + r � 3(sin � � i cos� ) 1r ] dr ^ d�

Wir integrieren die Terme, die Ableitungen nach r enthalten, partiell und
erhalten:

Termezu hD� j i +
Z 2�

0

�
(sin � � i cos� )

�
� 3 1jr =1 �

Z 1

0
� 3 1dr

�
�

� (sin � + i cos� )
�

� 1 3jr =1 �
Z 1

0
� 1 3dr

��
d�:

Die restlichen Termeintegrierenwir partiell bez•uglich � und erhalten:

Termezu hD� j i +
Z

B 1 (o)
[(i cos� + sin� )� 1 3 + (i cos� � sin� )� 3 1] dr ^ d�:

Die Hermitezit•at wird alsonur noch durch
Z 2�

0
[sin� (� 3 1 � � 1 3) � i cos� (� 1 3 + � 3 1)]r =1 d� (1.4)
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gest•ort. (1.4) wird zum BeispielNull, wenn einer der Halbspinorenam Rand
gleich Null ist. Der Integrand l•a�t sich au�erdem in

� iei� � 3 1 � ie� i� � 1 3

umschreiben. D ist also auch f•ur Spinorenmit einem Verh•altnis von erster
zu zweiter Komponente von

� (� )ie� i� ; � (� ) 2 R (1.5)

hermitesch. Au�erdem verschwindet (1.4) nat•urlich f•ur Spinoren,die auf S1

konstant sind. DieseSpinorensind allerdingsnie Eigenspinorenvon D. Diese
Randbedingungist alsozu stark, um physikalisch sinnvoll zu sein.

Sei M eine kompakte, sternf •ormige Teilmenge des R2 mit glattem
Rand. Seio Sternpunkt von M . Wir zeichnen einegerichtete Achsedurch
o ausund bestimmenalle anderengerichteten Achsendurch o mit Hilfe des
Winkels � , densiemit der ausgezeichnetenAchseeinschlie�en. Jedesm 2 M
liegt auf dem bez•uglich o positivem Teil genaueiner Achse, � ist also eine
gute Koordinatenfunktion. Als zweite Koordinatenfunktion w•ahlen wir

d(o;� )
k(� )

:

k(� ) ist der Abstand zwischen o und dem unter dem Winkel � sichtbaren
Randpunkt. Eine analogeRechnung ergibt: D ist f•ur Spinoren  , � genau
dann hermitesch, wenn

Z

@M
k0(� )

�
 3� 1ei� �  1� 3e� i�

�
d� +

+ i
Z

@M
k(� )

�
 3� 1ei� +  1� 3e� i�

�
d� = 0

ist. Die Verallgemeinerungder Randbedingungen 3 = i 1 auf der y-Achse
als Rand der rechten Halbebeneund  3 = � iei�  1 auf dem Kreis als Rand
der Scheibe ist also1

 1j@M = � (� )e� i� f k0(� ) � ik (� )g �  3j@M

mit einer beliebigenglatten und reellen Funktion � . Eine weitere sinnvolle
Randbedingungist auch in diesemFall das Verschwinden einesHalbspinors
auf dem Rand.

1F•ur die nicht-kompakte Halbebeneist noch ein Grenzprozessdurchzuf•uhren.
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1.2 Mathematisc he Sicht

Wir geben zun•achst eineKonstruktionsvorschrift f•ur einigeDiracoperatoren
auf Spinorb•undeln. Wir beschr•anken uns dann auf eine bestimmte Klasse
von Mannigfaltigkeiten und einebestimmte Klassevon Diracoperatorenauf
deren Spinorb•undeln. Wir de�nieren Randbedingungenwie in der Mathe-
matik •ublich. F•ur die zuvor betrachteten Spezialf•alle Kreis und Halbebene
•uberpr•ufen wir, ob die gefundenenRandbedingungenzur mathematischen
De�nition passen.

1.2.1 Konstruktion von Spinorb •undel und Diracop era-
tor

F•ur die Physik interessant sind haupts•achlich Diracoperatorenauf speziellen
Vektorb•undeln, denSpinorb•undeln. Wir geben im folgendenzu einergegebe-
nen orientierbaren gerade-dimensionalenRiemannschen Spin-Mannigfaltig-
keit M eine Konstruktionsvorschrift f•ur einen speziellenkanonischen Dira-
coperator, denSpin-Dirac-Operator, an. Wir orientieren unsan [4] und geben
zun•achst eineZusammenfassungder Vorgehensweise.Zun•achst de�nieren wir
das Spinorb•undel als •au�ere Algebra einer Polarisierung deskomplexi�zier-
ten Kotangentialb •undels. Das Cli�ordb •undel de�nieren wir als das B•undel,
dessenFaser •uber einem Punkt x 2 M die Cli�ordalgebra (siehe Anhang
A.1) desKotangentialraums an M in x ist. Es wirkt auf dem Spinorb•undel
durch Produktbildung. Wir berechnen den Levi-Civita-Zusammenhangauf
dem Spinorb•undel, der ein Cli�ordzusammenhangist. Der Diracoperator ist
dann eineKombination ausdiesemCli�ordzusammenhangund der Wirkung
der Cli�ordalgebra auf dem Spinorb•undel.

Wir wollen ein Spinorb•undel von M �nden. Wir arbeiten in einer Koordi-
natenumgebungU � M . Sei f v1; : : : ; vng ein Orthonormalrahmenvon T � U.
Wir polarisierenT � U 
 C durch Bildung von

P := he1 := v1 � iv 2; e2 := v3 � iv 4; : : : ; en=2 := vn� 1 � iv n i :

Die eckigenKlammern stehenhier f•ur die lineareH•ulle ihresArguments. Wir
sehen,da� die per komplexerBilinearit •at auf eineBilinearform T � U
 C ! C
erweiterte Metrik (� ; � ) von T � U Vektoren v 2 P die \L •ange" Null zuweist:

(v; v) = 0:

Au�erdem ist
T � U 
 C = P � he1; : : : ; en=2i ;
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eshandelt sich bei P alsoum eineorientierte Polarisierungvon T � U 
 C. Die
•au�ere Algebra � P von P bezeichnen wir nun als Spinorb•undel S.

Als n•achstesde�nieren wir das Cli�ordb •undel CM von M . Dazu bilden wir
zu jedem Punkt x 2 M die Cli�ordalgebra C(T �

x M ) desKotangentialraums
T �

x M nach Anhang A.1. Das B•undel mit Basismannigfaltigkeit M , dessen
Faseram Punkt x durch C(T �

x M ) gegeben ist, hei�t Cli�ordb •undel. In einer
KoordinatenumgebungU wird CM gerahmt von

f 1g [ f v1; : : : ; vng [ f v1 � v2; v1 � v3; : : : ; vn� 1 � vng [ � � � [ f v1 � � � � � vng:

Der n•achste Schritt auf unseremWeg zum Diracoperator ist die De�nition
einerWirkung c : CM ! End(S) desCli�ordb •undelsauf demSpinorb•undel.
DieseWirkung wird auch Cli�ordm ultiplik ation genannt. In unseremFall ist
dieserBegri� sehrintuitiv, wie sofort klar werdenwird. Wir besch•aftigen uns
zun•achst mit der Wirkung c von

h1; e1; : : : ; en=2; e1; : : : ; en=2i

auf S. F•ur

v = v01 +
n=2X

j =1

vj ej

| {z }
=: vP

+
n=2X

j =1

vj + n=2ej

| {z }
=: vP

und s 2 S de�nieren wir

c(v)s := v0s +
p

2vP ^ s �
p

2�(vP )s:

�(vP )s ist •uber die Metrik de�niert: In den ersten Eingabeschlitz der Di�e-
rentialform s wird dasVektorfeld (vP ; � ) eingesetzt.Wir erweitern c auf den
Rest desCli�ordb •undelsdurch die Vorschrift c(v � w) = c(v)c(w). Damit ist
die Cli�ordm ultiplik ation vollst•andig de�niert.

Als letzten Schritt auf dem Wegzum Diracoperator ben•otigen wir den Levi-
Civita-Zusammenhangauf demSpinorb•undel.Die Begri�e \Zusammenhang"
und \Levi-Civita-Zusammenhang" werdenin Anhang A.2 de�niert. Wir �n-
den die Zusammenhangskoe�zien ten wk

ij des Levi-Civita-Zusammenhangs
nach (A.2) durch Koe�zien tenvergleich und berechnen mit (A.3) die gesuch-
ten Operatoren r S

@i
.

Nun ist
D =

X

j

c(vj )r S
vj

ein Diracoperator. In Abschnitt 1.2.6werdenwir die vorgestellteKonstruk-
tion f•ur ein konkretesBeispiel durchf•uhren.
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1.2.2 Mathematisc he Randb edingungen: Die selbstad-
jungierte Fredholm-Grassmannsc he

Wir folgen hier Lesch und Kirk [9]. Sei � : E ! M ein komplexeshermi-
teschesVektorb•undel •uber einer kompakten,glatten Mannigfaltigkeit M . M
besitzeeinenKragen der Form @M � [0; " [. In einer UmgebungdesRandes
verschwindet alsoeineHauptkr •ummung.

Wir betrachten symmetrische Diracoperatoren D : C1 (E) ! C1 (E) mit
Produktschreibweise

DjKragen = 
 (@x + A):


 : E j@M ! E j@M ist hier ein B•undelendomorphismus und A : C1 (E j@M ) !
C1 (E j@M ) ein selbstadjungierter,elliptischer Di�eren tialoperator ersterOrd-
nung unabh•angig von x (Tangentialoperator). Wir fordern weiterhin


 2 = � 1l; 
 y = � 
 ;

f 
 ; Ag = 0; (1.6)

(f� ; �g bezeichnet den Antikommutator).

Wir erweitern D auf denRaumH1(E) der einmalschwach ableitbarenSchnit-
te von E (D ist ja nur von erster Ordnung). Es ist jetzt also D : H1(E) !
L2(E). Eine Randbedingungwird durch Angabe einer orthogonalenProjek-
tion P : L2(E j@M ) ! L2(E j@M ) festgelegt,siehezum Beispiel (1.3).

Wir ben•otigen im folgendendie positive Spektralprojektion

P> 0 : L2(E j@M ) ! L2(E j@M ):

Diesebildet Eigenspinorenvon A mit positivem Eigenwert auf sich selbst,
solche mit negativem Eigenwert auf 0 ab. Durch dieseForderungenist sie
auch festgelegt.

In [9] de�nieren Lesch und Kirk die selbstadjungierteFredholm-Grassmann-
sche Gr(A) als die Mengevon Abbildungen P : L 2(E j@M ) ! L2(E j@M ) mit
den Eigenschaften

1. P ist pseudodi�erentiell von Ordnung 0,

2. P = P y, P2 = P,

3. 
 P
 y = 1l � P,
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4. P> 0jBild P : Bild P ! Bild P> 0 hat endlich-dimensionalenKern und
endlich-dimensionalenKokern (Bild P> 0 jBild P=Bild P> 0), was bedeutet, da�
(P> 0; P) ein Fredholm-Paar ist.

Nach Lesch und Kirk ist (D; P) f•ur P 2 Gr(A) selbstadjungiert und fred-
holmsch. Das Spektrum ist diskret und jeder Eigenwert hat endliche Viel-
fachheit.

1.2.3 Beispiel 1: Die Halb ebene, masseloses Teilchen

Um unserBeispiel in die mathematische Theorie einbetten zu k•onnen,•uber-
pr•ufen wir zun•achst die G•ultigkeit der Voraussetzungenvon Abschnitt 1.2.2.
Zun•achst stellen wir fest, da� die rechte Halbebene, die wir mit M identi-
�zieren, zwar glatt aber nicht kompakt ist. Als Folge dessenist auch @M
nicht geschlossen.UnsereMannigfaltigkeit besitzt aber einenKragen. Dieser
umfa�t sogardie ganzeHalbebene,da ihre Kr •ummung senkrecht zum Rand
•uberall verschwindet.

Wir betrachten nur deneinfachenDiracoperator D = � i� x @x � i� y@y. Es gilt

D = � i� x| {z }
= 


@x + � x � y@y| {z }
= A

):

O�enbar ist 
 2 = � 1l und 
 y = � 
 . Die G•ultigkeit der Forderung (1.6)
rechnen wir nach:


 A =
�

0 � i
� i 0

� �
i@y 0
0 � i@y

�

=
�

0 � @y

@y 0

�

= �
�

0 � i (� i@y)
� i (i@y) 0

�
= � A
 :

Wir fouriertransformierenA, um Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestim-
men:

�
i@y 0
0 � i@y

�
1

p
2�

Z

R
dk

�
a(k)
b(k)

�
eik y =

1
p

2�

Z

R
dk

�
� k 0
0 k

� �
a(k)
b(k)

�
eik y:

Die Eigenwerte sind alsoE � = � k. Wie man leicht sieht, sind Eigenspinoren
zum Beispiel

vk� :=
�

1
0

�
eik y und vk+ :=

�
0
1

�
eik y:
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P> 0 erh•alt hierdurch bez•uglich der uneigentlichenBasis
�
~exeik y;~eyeik y jk 2 R

	

von L2(y� Achse� C2) die einfache Form
�

0 0
0 1

�

 1l: (1.7)

ex;y : M ! C2 ist hierbei als Orthonormalrahmen von E = M � C2 anzu-
sehen.Dieser liegt auch allen anderenim folgendenals Tupel angegebenen
Spinorenund als Matrix angegebenenOperatorenzugrunde.

Wir wollen jetzt •uberpr•ufen, ob unserProjektor P ausGleichung (1.3) in der
Grassmannschen liegt. Wir rechnendazudie Eigenschaften 1.-4.von Seite20
nach.

1. P = 1
2

�
1 i

� i 1

�
ist o�enbar von nullter Ordnung.

2. P = P y o�ensichtlich, P2 = P o�ensichtlich.

3.


 P
 y =
1
2

�
0 � i

� i 0

� �
1 i

� i 1

� �
0 i
i 0

�

=
1
2

�
� 1 � i
� i 1

� �
0 i
i 0

�

=
1
2

�
1 � i
i 1

�
= 1l � P

4. Zu zeigenist: (P> 0; P) bilden ein Fredholmpaar.Es ist

Bild P =
��

i
1

��
:

Also ist
[P> 0jBild P ]f iex + ey g;f ey g =

�
1
�

:

Wir haben hier die zur Matrixbildung benutzten Orthonormalrahmen
von De�nitions- und Zielb•undel als Index geschrieben. Der Kern dieses
Operators ist f 0g, alsoendlich-dimensional.Der Kokern ist

Bild P> 0=
� 0

@
0
1

1

A

�
=

� 0

@
0
1

1

A

�

=
� 0

@
0
1

1

A

�
= f [0]g;

alsoauch endlich-dimensional.

Damit ist P 2 Gr(A).
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1.2.4 Beispiel 1a: Die Halb ebene, massives Teilchen

Wir betrachten hier den Diracoperator

D = � i� x @x � i� y@y + m� z:

Wir lesen
 und A (sieheAbschnitt 1.2.2) ab:


 =
�

0 � i
� i 0

�
;

A =
�

i@y � im
im � i@y

�
:

Fouriertransformation von A liefert
�

� k � im
im k

�
. Eigenwerte dieserMatrix

sind � � = �
p

k2 + m2, Eigenvektoren

v+ =
�

� im
k + � +

�
; v� =

�
� im

k + � �

�
:

Die positive Spektralprojektion hat jetzt alsokeineeinfache Form mehr. Wir
k•onnensie allerdingsnoch bez•uglich der uneigentlichen Basis

�
eik y 
 ex ; eik y 
 ey jk 2 R

	

von L2(y � Achse� C2) aufschreiben. Dazu m•ussenwir nur ein 4 � 4-Glei-
chungssysteml•osen.Das Ergebnisist:

[P> 0] =
1

2� +

�
� + � k � im

im k + � +

�
:

Jetzt k•onnen wir die Zugeh•origkeit von P aus (1.3) zu Gr(A) •uberpr•ufen,
indem wir wie in Abschnitt 1.2.3 die Eigenschaften 1.-4. von Seite20 nach-
weisen.

1.-3. P und 
 sind genauwie in Abschnitt 1.2.3. Die Argumentation ist
folglich die selbe.

4. Fredholmpaar-Eigensc haft von (P> 0; P). Die positive Spektralpro-

jektion mu� jetzt auf Bild P, mit [P] = 1
2

�
1 i

� i 1

�
, eingeschr•ankt werden.
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Es ist, mit P> 0jBild P : Bild P ! L2(E),

[P> 0jBild P ]f (iex + ey )
 eik y g;f ex 
 eik y ;ey 
 eik y g =
1

2� +

�
i (� + � k � m)

� + + k � m

�

=
1 � � +

2m

�
� im

k + � +

�
:

Folglich ist
P> 0jBild P : Bild P ! Bild P> 0

bestimmt durch

[P> 0jBild P ]f (iex + ey )
 eik y g;f (� ime x +( k+ � + )ey )
 eik y g =
� 1� � +

2m

�
;

wobei die verwendeten Orthonormalrahmen wieder als Index geschrieben
sind. Der Kern dieser Abbildung ist o�enbar f 0g. Noch zu berechnen ist
der Kokern von P> 0jBild P : Bild P ! Bild P> 0. Es ist

Bild P> 0=Bild P> 0 jBild P =

� 0

@
� im

k + � +

1

A

�

=
�

1� � +
2m

0

@
� im

k + � +

1

A

�
= f [0]g

wiederum endlichdimensional.Damit ist die Fredholmpaar-Eigenschaft von
(P> 0; P) gezeigt.

1.2.5 Beispiel 2: Die Kreissc heib e, masseloses Teilchen

Die Einheitskreisscheibe ist eineglatte, kompakteMannigfaltigkeit. Ihr Rand
ist der glatte, kompakteEinheitskreis.Die Einheitskreisscheibe besitzt keinen
Kragen.DiesesProblem werdenwir ignorieren.Wir wollen jetzt untersuchen,
ob und wie die in Abschnitt 1.1.4 gefundenenRandbedingungenin die ma-
thematische Theorie passen.

Pro duktsc hreib weise f•ur den Diracop erator

Wir betrachten den Diracoperator

D = � i (cos� � x + sin� � y)@r �
i
r

(� sin� � x + cos� � y)@�

aus dem Kontinuumslimesdes Chalker-Coddington-Modells. Dieser ist auf
die Form 
 (@r + A) zu bringen. Wir lesen


 = � i sin� � y � i cos� � x ;

A = i� z@� (1.8)
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ab. Es gilt o�enbar 
 2 = � 1l und 
 y = � 
 . Lesch und Kirk fordern au�erdem
f 
 ; Ag = 0. Das tri�t hier nicht zu, denn

f 
 ; Ag = [(sin � � y + cos� � x )� z@� +

+ � z(cos� � y + sin� � y@� � sin� � x + cos� � x@� )]

= � z(cos� � y � sin� � x ) 6= 0:

Grassmannsc he f•ur ein masseloses Diracfermion

Zun•achst ist die positive Spektralprojektion P> 0 zum Tangentialoperator
(1.8) ausAbschnitt 1.2.5zu berechnen.Wir fouriertransformierenA mit Hilfe
der Orthonormalbasis

�
1

p
2�

exeik � ;
1

p
2�

eyeik � jk 2 Z
�

:

Â =
�

� k 0
0 k

�
:

Die positive Spektralprojektion liest man analogzu Abschnitt 1.2.3ab:

P> 0 =
�

0 0
0 1

�
:

In 1.1.4 haben wir als sinnvolle lokale Randbedingungen unter anderem�
0 0
0 1

�
und

�
1 0
0 0

�
identi�ziert (ein verschwindender Halbspinor). Diese

lassensich nicht in die Form 1
2

�
1l T y

T 1l

�
bringen und liegen damit nach

Lemma 2.6 aus [9] nicht in Gr(A). Die Bedingung,da� der Spinor am Rand
konstant seinmu�, l•a�t sich so als Matrix schreiben:

�
@� 0
0 @�

�
:

DieseRandbedingungist nicht pseudodi�erentiell von nullter Ordnung.

Im Gegensatzzu den beiden bisher besprochenen Randbedingungenliegt
(1.5) f•ur � = � 1 in Gr(A). Bringen wir (1.5) zun•achst auf Standardform:

P :=
1
2

�
1l � ie� i�

� iei� 1l

�
:
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Wir •uberpr•ufen explizit die Zugeh•origkeit dieser Abbildung zur Fredholm-
Grassmannschen. P ist pseudodi�erentiell von Ordnung 0. Es sind P 2 = P
und P y = P, also ist P eineorthogonaleProjektion. Es gilt


 P
 y =
1
2

�
1 � ie� i�

� iei� 1

�

= 1l � P;

alsoist die dritte Bedingungvon Seite20 erf•ullt. Wir m•ussennoch Kern und
Kokern der positiven Spektralprojektion eingeschr•ankt auf das Bild von P,
P> 0jBild P : Bild P ! Bild P> 0, betrachten. Das Bild von P ist die lineare
H•ulle von �

1
� iei�

�
:

P> 0 darauf eingeschr•ankt hat bez•uglich der Basis
� �

1
� iei�

��
von Bild P

und der Basis
��

0
1

��
von Bild P> 0 die Matrix

�
1
�

:

Der Kern dieserMatrix ist f 0g, alsoist der Kern von P> 0jBild P null- und da-
mit endlichdimensional.Der Kokern ist ebenfalls f 0g, denn esist Bild P> 0 =
Bild P> 0jBild P . Also bilden (P> 0; P) ein Fredholmpaar.P erf•ullt damit auch
die vierte Bedingung von Seite 20 und ist so Element der Fredholm-Grass-
mannschen Gr(A).

1.2.6 Beispiel 3: Die Hemisph •are

Die obereHalbkugelschale H ist eineglatte, kompakteMannigfaltigkeit. Wir
k•onnen sie mit einem Kreiszylindermantel verkleben, und das Resultat ist
immer noch glatt und kompakt. DieseMannigfaltigkeit hat dann auch den
von Lesch und Kirk gefordertenKragen,soda� { im Gegensatzzu denvoran-
gegangenenBeispielen{ alle Voraussetzungender mathematischen Theorie
an die Basismannigfaltigkeit erf•ullt sind.

Welcher Diracop erator entspric ht den bisher besprochenen?

Beim Versuch, dasquadratische,diskreteChalker-Coddington-Modell auf die
Sph•are zu •ubertragen, ergeben sich durch die Kr •ummung im Netzwerk Ver-
satzstellen.Diesebestehenje nach Vorgehensweisezum Beispiel aus Links
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mit unklarer Chiralit •at oder ausdreieckigen Plaketten. Diesmacht denKon-
tinuumslimestechnisch schwierig. Ein •ahnlichesProblem ergibt sich f•ur ein
Chalker-Coddington-Modell, dem ein Dreiecksgitter zugrundeliegt: Hier ist
die Gleicheit der L•angender Verbindungsst•ucke nicht gew•ahrleistet. Au�er-
demvariiert die Zahl der Verbindungsst•ucke, die einengegebenenKnoten als
Anfangs- beziehungsweiseEndpunkt haben.

Aufgrund der vielf•altigen technischen Probleme versuchen wir, den Dira-
coperator ausdemKontinuumslimesdesChalker-Coddington-Modells in der
Ebenedirekt auf die Sph•are zu •ubertragen.Da dieserohneMassen-,Skalar-
und Eichpotentialanteile dem Spin-Diracoperator

D = � i� y@x + i� x@y

•ahnelt (siehe (1.2)), konstruieren wir zun•achst den Spin-Diracoperator der
Sph•are.

S2 hat konstante aber nicht-verschwindendeKr •ummung.Wir m•ussenunseren
Diracoperator an die ver•anderte Metrik anpassen.Dazu parametrisierenwir
zun•achst die Hemisph•are, eingebettet in den dreidimensionaleneuklidischen
Raum:

H :]0;
�
2

] � [0; 2� [! R3; (� ; � ) 7!

0

@
cos� sin�
sin� sin�

cos�

1

A :

Das Tangentialb •undel TH ist alsogegeben durch

T(� ;� )H = H (� ; � ) +

* 8
<

:

0

@
cos� cos�
sin� cos�

� sin�

1

A ;

0

@
� sin� sin�
cos� sin�

0

1

A

9
=

;

+

:

Die Metrik auf TH ist folglich
�

1 0
0 sin2 �

�
beziehungsweised� 
 d� + sin2 � d� 
 d�:

Die entsprechende Metrik auf dem Kotangentialb •undel ist dann @� 
 @� +
sin� 2 � @� 
 @� . Wir schreiben beideMetriken (� ; � ).

Vorgehensw eise. Wir konstruierendenSpin-Diracoperator auf der Sph•are
nach [4], Kapitel 3. Wir m•ochten die Formel

Dspin =
2X

j =1

c(vj )r S
vj

(1.9)
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verwenden.r S ist der Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Spinorb•undel, c
ist die Cli�ordm ultiplik ation, vj ist ein Orthonormalrahmen von TH . Wir
folgendem Konstruktionsprogramm ausAbschnitt 1.2.1.

Cli�ordm ultiplik ation

Das Cli�ordb •undel der Sph•are bezeichnen wir mit � CH : CH ! H . F•ur ein
x 2 H ist �

� CH
� � 1

(x) := C(T �
x H ) := (h1; v; w; v � wi ; �);

wenn f v; wg eine Basis von T �
x H ist und h: : : i f•ur die lineare H•ulle von

: : : steht. Der Punkt soll die Eigenschaft v � w + w � v = � 2(v; w) f•ur alle
v; w 2 T �

x H haben, vergleiche Anhang A.1.

Wir w•ahlen die Orthonormalbasis

f d� ; sin� d� g

von T � H , die von au�erhalb der Sph•are betrachtet im Gegenuhrzeigersinn
orientiert ist. Wir de�nieren e1 := 1p

2
(d� � i sin� d� ), e2 := e1. Siebilden eine

orientierte Basisvon T � H 
 C. Durch Einsetzenveri�zieren wir: (e1; e1) = 0.
Dabei haben wir die reelle Bilinearit •at der Metrik durch komplexeBilinea-
rit •at ersetzt. Damit ist P := he1i einePolarisierungvon T � H .

Wir verwenden,Berline,Getzlerund Vergnefolgend,S := �( P) = (h1; e1i ; ^ )
als Spinorb•undel. Das Cli�ordb •undel wirkt auf dem Spinorb•undel in der fol-
gendenWeise:

c(e1) :=
p

2"(e1)

c(e2) := �
p

2�(e2):

Mit " (� ) ist das •au�ere Produkt mit der 1-Form � gemeint: \ " (� ) = � ^ � ",
mit �(� ) das innere Produkt: \ �(� ) = (� ; � )".

Wir sehennun:

c(e1)1 =
p

2 � e1;

c(e1)e1 = 0;

c(e2)1 = 0;

c(e2)e1 = �
p

2 � 1:

Interpretiert man 1 als \Spin im Uhrzeigersinn" und e1 als \Spin gegenden
Uhrzeigersinn", so sind die c(ei ) bis auf konstante Vorfaktoren die aus der
Physik bekannten Spin-Flip-Operatoren.
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Durch Linearkombination von c(e1) und c(e2) ergeben sich als Bilder des
Kotangentialb •undelrahmensdie Paulimatrizen:

[c(d� )]f 1;e1g = � i� y und [c(sin � d� )]f 1;e1g = i� x : (1.10)

Die Cli�ordm ultiplik ation c und das Spinorb•undel S sind jetzt vollst•andig
bestimmt und mit Bedeutungversehen.

Levi-Civita-Zusammenhang auf S

Der Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Tangentialb •undel der Sph•are ist

r (@� ) = cot � @� 
 d�; r (sin� 1 � @� ) = � cos� @� 
 d�;

wie man aus der De�nition in Anhang A.2 errechnen kann. Die Zusammen-
hangskoe�zien ten ! k

ij (sieheebenfallsAnhang A.2) sind

�
! i

� j

�
ij

=
�

0 0
0 0

�
und

�
! i

�j

�
ij

=
�

0 � cos�
cos� 0

�
:

Nach (A.3) bestimmt

r S
@�

= @� ; r S
@�

= @� �
1
4

cos�
�
c(e� )c(e� ) � c(e� )c(e� )

�

den Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Spinorb•undel.

Der Spin-Diracop erator

Der Spindiracoperator

Dspin = c(d� )r S
@�

+ c(sin � d� )r S
sin� 1 � @�

) [D ]f 1;e1g = � i� y

�
@� +

cot �
2

�
+ � x

i
sin�

@�

ergibt sich durch Einsetzender Cli�ordm ultiplik ation und des Levi-Civita-
Zusammenhangauf dem Spinorb•undel in (1.9). DieserOperator respektiert
die Symmetrieder Sph•are.Betrachten wir Dspin auf dem •Aquator und setzen
ihn dort auf eineTangentialebenemit kartesischen Koordinaten

@x j •Aquator = @� j •Aquator ; @y j •Aquator = � @� j •Aquator
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fort, so erhalten wir

Dspin;tangential = i� y@y + i� x @x :

� Dspin;tangential entspricht alsodem Diracoperator (1.2) f•ur dasChalker-Cod-
dington-Modell ohneMassen-,Skalar- und Eichpotentialterme. Er ist bez•ug-
lich deseuklidischen Raumwinkelma�

sin� d� ^ d�

hermitesch auf der Sph•are. F•ur die Halbsph•are H liefert die explizite Rech-
nung die Hermitezit•atsbedingung

Z

@H

�
 3� 1 �  1� 3

�
d� = 0:

Auf Spinoren , die auf @H
 1 =  3

erf•ullen, ist D also hermitesch. DieseRandbedingung•ahnelt denen,die wir
f•ur den KontinuumslimesdesChalker-Coddington-Modells auf Kreisscheibe
und Halbebenegefundenhaben. Insgesamt betrachten wir daher � D spin als
Diracoperator f•ur dasChalker-Coddington-Modell auf der Sph•are.

1.2.7 Der Calder�on-Pro jektor PM

Der n•achste Schritt in der mathematischen Theorie aus [9] besteht in der
De�nition des Calder�on-Projektors PM . Dazu de�nieren wir zun•achst den
Cauchydatenraum LM . Es handelt sich um die Einschr•ankung auf den Rand
von M derjenigenSpinoren,die im Kern desbetrachteten Diracoperators D
liegen:

LM := r (ker(D : H 1=2(E) ! H � 1=2)) � L2(E j@M ): (1.11)

PM ist nun de�niert als die orthogonale Projektion auf den Cauchydaten-
raum.

1.2.8 Der Calder�on-Pro jektor f •ur ein masseloses Di-
racfermion auf der Halb ebene

Wir betrachten den Diracoperator

D = � i� x @x � i� y@y =
�

0 � i@x � @y

� i@x + @y 0

�
:
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Der Cauchydatenraum

Wir m•ussenden Kern von D : H 1=2(E) ! H � 1=2(E) berechnen. Betrachte
dazu  2 L2(E) beliebig.  hat die Fourierdarstellung

�
 1(x; y)
 2(x; y)

�
=

1
2�

Z

R

�
 ̂ 1(k; q)
 ̂ 2(k; q)

�
eik x+ iqydkdq:

Jetzt ist  2 kerD •aquivalent zu

D = 0

,
�

q = ik f•ur  1

q = � ik f•ur  2
:

Somit spannt � �
ekx+ ik y

0

�
;
�

0
ekx� ik y

� �
�
�
� k 2 R

�
(1.12)

den Kern von D auf.

Einsc hr •ankung auf H 1=2(E). De�nieren wir zun•achst den 1=2{ten Sobo-
levraum zu einemB•undel E. Ist l einepositive ganzeZahl, dann ist der l{te
Sobolevraum

H l (E) := f  2 L2(E) j @�  2 L2(E) f•ur jedenMultiindex � mit j� j � lg:

Das ist •aquivalent zu
X

j � j� l

Z

M
j@�  j2dx =

Z

M

X

j � j� l

j@�  j2dx < 1 :

Erf•ullt die Fouriertranformierte  ̂ die Bedingung
Z

F M
d2kj ̂ j2(1 + jkj2) l < 1 ; (1.13)

soist die obigeBedingungf•ur  erf•ullt und umgekehrt. Die Bedingungan die
Fouriertransformierte l•a�t sich auf rationale l ausdehnen.Damit ist H 1=2(E)
de�niert.

Der 1=2-te Sobolevraum zu unseremB•undel E := rechte Halbebene� C2 ist
also Teilraum von L 2(E). Quadratintegrabilit •at von  2 H 1=2(E) schr•ankt
unserErzeugendensystem(1.12) ein auf

� �
ekx+ ik y

0

�
;
�

0
ekx� ik y

� �
�
�
� k 2 R�

�
:
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Einschr•ankung auf E j@M ergibt den Cauchydatenraum. Dieser ist festgelegt
durch die uneigentliche Basis

� �
eik y

0

�
;
�

0
e� ik y

� �
�
�
� k 2 R�

�

sowie (1.13) mit l = 1=2 und M = y� Achse.

Zum Calder�on-Pro jektor

Um unsdemCalder�on-Projektor PM zu n•ahern,berechnenwir zun•achst seine

Wirkung auf  :=
�

eiqy

0

�
. Sei

PM  =
Z

R+

dk
�

(PM )11(q; k)e� ik y

(PM )21(q; k)eik y

�
:

Das ist sinnvoll, da PM auf r (kerD : H 1=2(E) ! H � 1=2(E)) projizieren soll.
Da PM eine orthogonaleProjektion sein soll, mu� PM  ? PM  �  , also
hPM  ; PM  i = h ; PM  i sein.Ausgeschrieben bedeutet das:

h ; PM  i =
Z

R
dy

Z

R+

dk(PM )11(q; k)e� i (k+ q)y

= 2�
Z

R+

dk(PM )11(q; k)� (k + q)

= 2� (PM )11(q; � q);

hPM  ; PM  i =
Z

R
dy

Z

R+

dk
Z

R+

dk0[(PM )11(q; k)(PM )11(q; k0)+

+ (PM )21(q; k)(PM )21(q; k0)]ei (k� k0)y

= 2�
Z

R+

dk(j(PM )11(q; k)j2 + j(PM )21(q; k)j2):

Leider ist dasdie explizitesteForm, in die ich denCalder�on-Projektor bringen
kann. Die Rechnung mit massivem Diracoperator ist umst•andlicher und die
zu l•osendeIntegralgleichung und zu erf•ullende Forderung sind strukturell
gleich, aber komplizierter aufzuschreiben.
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Kapitel 2

Punktk ontakte, Leit werte und
Dic htek orrelationen

2.1 Punktk ontakte f•ur Diracteilc hen in zwei
Dimensionen

2.1.1 Punktk ontakt im Chalk er-Co ddington-Mo dell

Am diskreten Chalker-Coddington-Modell aus [5], vorgestellt in Abschnitt
1.1.3,l•a�t sich ein Punktkontakt anbringen. Die genaueVorgehensweisewird
in [8] erkl•art:

Ein Link wird in zwei St•ucke geteilt. Durch die Orientierung desLinks ist ei-
nesals einlaufend,dasandereals auslaufendfestgelegt.Wir k•onnennun zum
Beispieleinenbestimmten Wahrscheinlichkeitsstromin dasSystemeinf•uhren.
Wir k•onnen die beiden St•ucke aber auch aus dem System heraus ideallei-
tend verl•angernund in einigemAbstand kurzschlie�en. Zu denverschiedenen
Punktkontakten sieheAbbildung 2.1.

Wir wollen nun ein Anologonzu diesenPunktkontakten im diskretenModell
im von Chalker und Ho in [5] gefundenenKontinuumsmodell suchen. Zu
diesemZweck studieren wir zun•achst eine klassische Version des Chalker-
Coddington-Netzwerks.
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Abbildung 2.1: Verschiedene Punktk ontakte im Chalker-Coddington-Mo-
dell. Links werden Teilchen fester Energie in das Netzwerk
geschossen,w•ahrend alle am Ausgang ankommendenTeil-
chen von einem Reservoir absorbiert werden. In der Mitte
werden aus einem Reservoir Teilchen zuf•alliger Energie in
das System gestreut. Rechts wird der Punktk ontakt kurz-
geschlossen,durch
ie�ende Wahrscheinlichkeitsdichte erh•alt
dadurch eine zus•atzliche Phase.

2.1.2 Punktk ontakt im klassischen Chalk er-Co dding-
ton-Modell

Wir m•ochten den klassischen Fall numerisch studieren. Zu diesemZweck
werdenwir zuerstein klassischesAnalogonzum Chalker-Coddington-Modell
identi�zieren. Danach werdenwir einenSpezialfall numerisch simulieren. Ab-
schlie�end werdenkurz dessenEigenschaften beschrieben.

Wir betrachten ein quadratisches Netzwerk aus Links, auf dem sich klassi-
sche Teilchen wechselwirkungsfreibewegen.Die Verwandtschaft zum Chal-
ker-Coddington-Modell ergibt sich ausder Abbiegevorschrift an Knoten. Wie
bei Chalker und Coddington biegenunsereTeilchenmit einergewissenWahr-
scheinlichkeit, w, nach links ab. Die Wahrscheinlichkeitsdichte � 1 auf einer
Verbindung 1 zu einem gegebenenZeitpunkt t (die Zeit ist diskret, da wir
numerisch arbeiten wollen) ergibt sich alsoausden Wahrscheinlichkeitsdich-
ten auf denZubringerlinks � 2 und � 3 zum Zeitpunkt t � 1. Die Zubringerlinks
sind alle Links, die am Anfangsknotenvon 1 enden.Quantitativ:

� 1(t) = w � � 2(t � 1) + (1 � w) � � 3(t � 1);

wenn die von � 2 kommendenTeilchen nach links auf � 1 abbiegen.

Wir betrachten nun ein Netzwerk von 500� 500Links, dasmit re
ektierenden
R•andern ausgestattet wird. Das Netzwerk wird folgenderma�en mit einer
Anfangsdichte versehen:Auf dem Link an einem Punkt K 2, der sich nahe
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der Mitte des Netzwerks be�ndet, wird die Dichte auf Null gesetzt. Den
Spiegelpunkt zu K 2 bez•uglich der Mitte des Systemsbezeichnen wir mit
K 1. Hier setzenwir die Dichte auf einen konstanten Wert a. Abseits von
K 1 und K 2 setzenwir die Dichte auf a=2. Nun f•uhren wir die beschriebene
Zeitentwicklung durch und setzendanach die Dichten bei K 1 und K 2 auf
ihren Anfangswert zur•uck.

Zur Ermittlung der Dichteverteilung nach N Zeitentwicklungsschritten wird
ein Computerprogrammgeschrieben. Eine Zeichnung desGraphender Dich-
teverteilung f•ur einen bestimmten Parametersatz�ndet sich in Abbildung
2.2.

K 2K 1
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Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsdichte im klassischen Fall (Seitenan-
sicht). Der Abstand zwischen den Punktk ontakten betr•agt
ungef•ahr 80 Knoten. Die Abbiegewahrscheinlichkeit ist w =
1=2. Es wurden N = 50000Zeitentwicklungsschritte durch-
gef•uhrt.

Wir mutma�en nun, da� ein Punktkontakt im quantenmechanischen Konti-
nuumslimesmit einerSingularit•at von Spinor und Wahrscheinlichkeitsdichte
am Kontakt einhergehenwird. Wir nehmen weiterhin an, da� die Wahr-
scheinlichkeitsdichte wie 1=r abfallenwird, wennr der Abstand vom Kontakt
ist.

2.1.3 L•osung der Diracgleic hung auf einem punktier-
ten Teilgebiet der Eb ene

In diesemAbschnitt l•osenwir die Diracgleichung auf einem Teilgebiet der
punktierten Ebene. Zun•achst formulieren wir das Problem in Polarkoordi-
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naten. Aus der Forderungnach Wahrscheinlichkeitserhaltung berechnen wir
die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Dieseerlaubt uns, den Drehimpulsope-
rator bez•uglich des Polarkoordinatenursprungs sowie dessenEigenraum zu
bestimmen.Damit k•onnenwir die Diracgleichung auf Besselsche Di�eren ti-
algleichungenzur•uckf•uhren. Der Abschnitt endet mit einer Besprechung der
Eigenschaften der gefundenenL•osungen.

Polark oordinaten f•ur den Kon tin uumslimes

Um die im Abschnitt 2.1.2 vermutete Singularit•at der Wahrscheinlichkeits-
dichte zu erm•oglichen, f•uhren wir Polarkoordinaten (r; � ) mit r = Abstand
zum Kontakt und � = Winkel zwischen Ortsvektor desbetrachteten Punkts
und der x-Achse ein. Der Zusammenhangzwischen (x; y) und (r; � ) wird
vermittelt durch

x = r cos(� ); (2.1)

y = r sin(� ):

Eine kurze Rechnung zeigt:

@� = x@y � y@x ; (2.2)

@r =
x@x + y@yp

x2 + y2
;

@x = cos(� )@r �
sin(� )

r
@� ;

@y = sin(� )@r +
cos(� )

r
@� :

Wir k•onnenauch noch komplexeKoordinaten auf der Ebeneeinf•uhren: z =
x + iy ; �z. Die •Ubersetzungvon x; y nach z; �z und zur•uck ist klar. Bez•uglich
der •Ubersetzungz; �z nach r; � sind folgendeGleichungenn•utzlich:

@z =
e� i�

2
@r +

e� i�

2ir
@� ; (2.3)

@�z =
ei�

2
@r �

ei�

2ir
@� :
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Wir betrachten nun denStandard-Diracoperator aus(1.2). In Matrixschreib-
weiseund komplexenKoordinaten lautet er

D = � 2i
�

0 @z

@�z 0

�
;

und in Polarkoordinaten
 

0 � ie� i� @r � e� i�

r @�

� iei� @r + ei�

r @� 0

!

:

Wahrscheinlic hkeitsstromdic hte und radialer Wahrscheinlic hkeits-
strom

In diesemUnterabschnitt berechnen wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte,
die uns erlauben wird, den Drehimpuloperator unseresSystemszu bestim-
men. Wir berechnen eine Formel f•ur den Wahrscheinlichkeitsstrom in ein
kreisf•ormigesGebiet, die wir f•ur die analytische L•osungder Diracgleichung
aber nicht ben•otigen.

Zun•achst berechnen wir den Wahrscheinlichkeitsstrom f•ur einenstation•aren
Zustand ausden folgendenForderungen:

1. G•ultigkeit der Kontinuit •atsgleichung:

@
@t

�
� y� [dx ^ dy; +]

�
+ dj = 0; (2.4)

d ist die totale Ableitung im Raum, [dx ^ dy; +] die orientierte Eukli-
dische Fl•achenform1.

2. G•ultigkeit der zeitabh•angigenDiracgleichung: D� = � idt � .

Eine kurze Rechnung ergibt:

@
@t

(� y� [dx ^ dy; +]) = 2=
�
� y(D � )

�
[dx ^ dy; +]

= � d= [(i � 1� 3 + i � 3� 1) [dy; +] � (� 1� 3 � � 3� 1) [dx; +]]

= � d<
��

� y� x �
�

[dy; +] �
�
� y� y �

�
[dx; +]

�

1 Hierbei stellt [Form; +] das Verseheneiner Di�eren tialform mit der durch den Ge-
genuhrzeigersinngegebenenOrientierung dar. Durch die Einbettung in den R3 haben wir
festgelegt,aus welcher Richtung wir das System betrachten. Deswegenist dieseWahl der
Orientierung eindeutig.
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Daraus und aus (2.4) folgt die Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

Wir wollen sp•ater in o einenPunktkontakt anbringen. Wir werdenuns dann
f•ur den Gesamtwahrscheinlichkeitsstrom I zum Ursprung hin interessieren.
Wir leiten jetzt eineFormel f•ur I her. Wir legenzu diesemZweck den Kreis

C : [0; 2� ] ! R2; t 7! o+ R
�

cos(t)
sin(t)

�

um den Ursprung. Diesenkombinieren wir mit der Orientierung \Gegenuhr-
zeigersinn"und erhalten eine au�en orientierte 1-Kette, deren Orientierung
ins Innere desKreisesweist. Der Gesamt
u� ergibt sich zu

I =
Z

C
(j ydx � j x dy)

= � R
Z 2�

0
(j y(R; t) sin(t) + j x (R; t) cos(t)) dt:

Mit den Vereinfachungen

j x = 2< (� 1� 3) (2.5)

j y = � 2= (� 1� 3)

erh•alt man

I = � 2R
Z 2�

0

�
= (� 1� 3)j(R;t ) sin(t) + < (� 1� 3)j(R;t ) cos(t)

�
dt: (2.6)

Drehimpuls

Die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsstromdichte erlaubt es uns, den Dre-
himpulsoperator L zu bestimmen.Wir fordern dazu, da� sich Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsstromdichte unter Drehung in der
nat•urlichenWeiseverhalten.Aus diesenForderungenergibt sich eineGruppe
von TransformationendesSpinorraums,derenGeneratorder Drehimpulsope-
rator ist. Wir zeigen,da� L eine Erhaltungsgr•o�e unseresSystemsist. Ab-
schlie�end berechnen wir Erzeugendensystemeder Eigenr•aumevon L sowie
seinSpektrum.

Aus dem Chalker-Coddington-Modell folgen nach Abschnitt 2.1.3 Wahr-
scheinlichkeitsdichte � = � y� und Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j = j y [dx; +] � j x [dy; +] :
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F•ur unsereZwecke ist es n•utzlich, j ein Vektorfeld ~j zuzuordnen.Drehen
wir nun unserKoordinatensystemum den Winkel � � , bei positivem � also
mit dem Uhrzeigersinn.Gestrichene Gr•o�en beziehensich auf das rotierte
Koordinatensystem.Es mu� dann

� 0(r 0; � 0) = � 0(r; � + � ) = exp[� @� ]� 0(r; � )

sein, folglich
� 0(r; � ) = exp[� � @� ]� (r; � ):

Nun ist noch ~j zu betrachten. Wir verwendendie Abk•urzungenS = sin(� ),
C = cos(� ) und rechnen:

~j 0 = R(� )~j
(2.5)
= 2

�
C< (� 1� 3) � S= (� 1� 3)
S< (� 1� 3) + C=(� 1� 3)

�
(2.7)

= 2<
�

(exp[� i� =2]� 1) (� 3 exp[i� =2])
� i (exp[� i� =2]� 1) (� 3 exp[i� =2])

�
:

Das der Wahrscheinlichkeitsstromdichte zugeordneteVektorfeld rotiert also
um den Winkel � , wenn der Spinor mit exp

�
� i� � z

2

�
transformiert wird.

Mit der Forderung D(R(� )) = exp[� i� L ] (mit D der eben ausgerechneten
Darstellung der SO(2) auf dem Spinorraum) ist also

L = � i@� +
� z

2
: (2.8)

L ist nun eine Erhaltungsgr•o�e unseresSystems,da LD = DL ist. Dieser
Zusammenhangist sowohl aufgrund der Analogie zum Paulischen Spin als
auch ausSymmetriegr•unden klar, aber auch leicht nachzurechnen:

[L ; D] = � [i (x@x � y@x )1l �
1
2

� z; � i� x@x � i� y@y ]

= � � x [x@y � y@x ; @x ] � � y [x@y � y@x ; @y ] �
i
2

[� z; � x ]@x �
i
2

[� z; � y]@y

= � x (@y) + � y(� @x ) + � y@x � � x@y

= 0:

Zum Abschlu� unserer Analyse des Drehimpulsoperators interessierenwir
uns noch f•ur Eigenspinorenund Spektrum von L . Wir gehenanalytisch vor
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und formulieren die Eigenwertgleichung f•ur L :
�

� i@� + 1=2 0
0 � i@� � 1=2

� �
� 1

� 3

�
= m

�
� 1

� 3

�
:

Der Existenz-und Eindeutigkeitssatzf•ur gew•ohnlicheDi�eren tialgleichungen
l•a�t uns folgern, da� s•amtliche L•osungendie Form

�
f (r )ei (m� 1=2) �

g(r )ei (m+ 1=2) �

�
(2.9)

annehmen.Die Spinorensollenstetig sein.Deshalbmu� m halbzahliggew•ahlt
werden. Die Spinoren (2.9) werden im folgendenals Basis zur L•osung der
Diracgleichung benutzt.

Analytisc he L•osung der Diracgleic hung auf der punktierten Eb ene

Wir haben nun dasWerkzeugparat, die Diracgleichung analytisch zu l•osen.
Zun•achst werden wir den Umstand ausnutzen, da� wir jede L•osungder Di-
racgleichung nach Drehimpulseigenspinorenentwickeln k•onnen.Wir werden
auf Besselsche Di�eren tialgleichungensto�en, derenL•osungenunsein Erzeu-
gendensystemdes L•osungsraumder Diracgleichung liefern. Zum Abschlu�
analysierenwir einigeEigenschaften diesesErzeugendensystems.

Da unseremSystemnach Herausnahmedeswillk •urlich gew•ahlten Ursprungs
die Translationssymmetriefehlt, ist der Impuls keineErhaltungsgr•o�e mehr.
Nach Abschnitt 2.1.3 ist uns allerdings der Drehimpuls als Erhaltungsgr•o�e
bekannt. Wir entwickeln daher die Eigenfunktionen von D zum Eigenwert
E nach Eigenfunktionen (2.9) von L , setzenin die Diracgleichung ein und
vergleichen Koe�zien ten. Das soerhalteneSystemvon zwei Di�eren tialglei-
chungenpro Drehimpulseigenwert l•a�t sich entkoppeln. Wir erhaltenfolgende
Di�eren tialgleichungen(f , g siehe(2.9)):

r 2f 00+ r f 0+
�
(Er )2 � (m � 1=2)2�

f = 0

r 2g00+ rg0+
�
(Er )2 � (m + 1=2)2� g = 0:

Sielassensich nach Reskalierung ~r := Er durch Vergleich mit Gleichung 9.1.1
von [1] alsBesselsche Di�eren tialgleichungenidenti�zieren. Der L•osungsraum
wird durch die Hankelfunktionen H (1) und H (2) (\Besselfunktionen dritter
Art") aufgespannt. Durch Einsetzenin die Diracgleichung erkennenwir, da�
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der Eigenraumzum Energieeigenwert E von D aufgespannt wird durch:
(

p
E

 
H (1)

m� 1=2
(Er )ei (m� 1=2)�

iH (1)
m+ 1=2

(Er )ei (m+ 1=2) �

!

;

p
E

 
H (2)

m� 1=2
(Er )ei (m� 1=2) �

iH (2)
m+ 1=2

(Er )ei (m+ 1=2)�

! �
�
�
�
�
m ist halbzahlig

)

: (2.10)

Abschlie�end m•ochten wir unserVerst•andnisdesgefundenenErzeugendensy-
stemsdurch Studium einigerEigenschaften der Hankelfunktionenverbessern.
DieseEigenschaften sind nachzulesenin [1], Kapitel 9.

Zun•achst bemerken wir die Verwandtschaft zwischen Hankelfunktionen H n ,
NeumannfunktionenYn und BesselfunktionenJn :

H (1)
n = Jn + iYn ; H (2)

n = Jn � iYn
n2 N= H (1)

n :

Die ersteHankelfunktion ist alsof•ur reellesArgument und ganzzahligenIndex
daskomplex Konjugierte der zweiten Hankelfunktion.

Als n•achstes erkennen wir eine Beziehung zwischen den Hankelfunktionen
und ein- beziehungsweiseauslaufendenKreiswellen:

H (1)
n (r ) r !1�

p
2=(� r )ei(r � 1

2 n� � 1
4 � ): (2.11)

F•ur gro�e Abst•ande vom Ursprung entspricht die erste Hankelfunktion al-
so einer auslaufendenKreiswelle, deren Wellenzahldurch ihr Argument be-
stimmt werdenkann. Aufgrund der zuvor diskutierten Eigenschaft entspricht
die zweite Hankelfunktion f•ur gro�e Abst•andevom Ursprung einereinlaufen-
den Kreiswelle.

Zuletzt betrachten wir das asymptotische Verhalten der Hankelfunktionen
f•ur kleine r :

iH (1)
n (r ) r ! 0� � iH (2)

n (r ) r ! 0�
1
�

�( n)
�

1
2

r
� � n

; n 6= 0 (2.12)

iH (1)
0 (r ) r ! 0� � iH (2)

0 (r ) r ! 0�
2
�

ln r:

Die Hankelfunktionen { und somit auch die SpinorenausunseremErzeugen-
densystem{ divergieren f•ur r ! 0. W•ahlen wir den Drehimpulseigenwert
m = 1=2, so dominiert in der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsdich-
te f•ur r ! 0 der r � 1-Term, was der klassisch in Abschnitt 2.1.2 gefundenen
Situation entspricht. Wir folgern,da� der divergente Neumannanteil der Han-
kelfunktion f•ur die Beschreibung von Punktkontakten wesentlich seinwird.
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2.1.4 Aufteilung in ein- und auslaufende Wahrschein-
lic hkeit und Randb edingungen an der Punktie-
rung

Am Ende diesesAbschnitts de�nieren wir, was wir unter einem Punktkon-
takt im Kontinuumsmodell verstehen.Die De�nition ben•otigt eine Auftei-
lung einer gegebenenL•osungder Diracgleichung in zwei Anteile: einen, der
Wahrscheinlichkeitsdichte zum Ursprung hin und einen,der Wahrscheinlich-
keitsdichte vom Ursprung wegtr •agt. Diesgeschieht in Analogiezu eindimen-
sionalenSystemen.

In einer Dimensiontragen die ebenenWellen eik x beziehungsweisee� ik x den
nach rechts beziehungsweiselinks laufendenWahrscheinlichkeitsstrom zu ei-
ner von k abh•angigenEnergie. In (2.11) hatten wir bereits eine Beziehung
zwischen Kreiswellen und den Hankelspinorenaus (2.10) hergestellt. Diese
Analogie gibt uns die ben•otigte Aufteilung vor.

Wir schreiben im folgendenSo f•ur den H (1) -Anteil eines Spinors aus der
linearen H•ulle von (2.10) und Si f•ur den H (2) -Anteil. i beziehungsweise o
stehenf•ur \in" beziehungsweise\out" 2. Die C-Koe�zien ten f•ur die einzelnen
Drehimpulsewerdenmit � i=o

m bezeichnet.

Wir interessierenuns f•ur den Wahrscheinlichkeitsstrom zum Ursprung hin,
der von Si getragenwird. Nach (2.6) ist f•ur dessenBerechnung die Gr•o�e
(Si )1 (Si )3 wesentlich, wobei die Indizeshier die Spinorkomponenten bezeich-
nen.3 F•ur ihre Berechnung ist die Identit •at

YmJm+1 � Ym+1 Jm =
2

� Id.
;

siehe[1], Gleichung 9.1.16,Id. steht f•ur die identische Abbildung, wesentlich.
Es ergibt sich

(Si )1(Si )3(r; � ) =
X

m

iE ei� j� i
m j2[(Jm Jm+1 +

+ YmYm+1 )(Er ) + i (YmJm+1 � Ym+1 Jm )(Er )] + Mischterme

und durch Einsetzenin (2.6)

I i = 8
X

m

j� i
m j2: (2.13)

2Wir betrachten hier den Bereich des Punktk ontakts und die Umwelt (in der wir uns
als Betrachter be�nden) als \innen", und das streuendeSystem als \au�en".

3In Analogie zum Chalker-Coddington-Modell betrachten wir unseren Zweier-Spinor
als erste und dritte Komponente einesVierer-Spinors.

42



Die Mischterme verschwinden bei der Integration. Hierausund ausder asym-
ptotischenEntwicklung (2.11) schlie�en wir, da� Si denam Punkt o ausdem
Systemaus
ie�enden Strom tr •agt. Die gleiche Rechnung l•a�t sich auch f•ur
So durchf•uhren.

Wir de�nieren jetzt f•ur unserSystemdenBegri� Punktkontakt. In Abbildung
2.3 wird eine •Ubersicht der Situation gegeben. Sei " > 0 und kleiner als jede
andererelevante L•ange4 und M := E2 n B " (o). D (siehe(1.2)) lebe auf den
stetigen, C2-wertigen Funktionen auf M , ebensoL (siehe(2.8)).

F•ugt man D noch Unordnungselemente (Skalar- oder Eichpotentiale, Masse)
hinzu, som•ussendiesesolangwellig sein,da� mandasSystembis zu einervon
Drehimpuls und Energie abh•angigenDistanz l vom Ursprung als geordnet
betrachten kann. l ist gegeben als die L•ange, ab der die N•aherung (2.11)
(Kreiswellen) f•ur (2.10) gut wird.

Wir betrachten eine gleichzeitige Eigenfunktion 	 zu D (Eigenwert E) und
L (Eigenwert m). DieseEigenfunktion l•a�t sich im Bereich zwischen " und l
bis auf einekomplexeKonstante schreiben als

� Si + So; (2.14)

wobei � einekomplexeZahl ist.

Wir sagen,am Ursprung o desSystemsist ein m-Punktkontakt angebracht,
wenn � 6= 1 ist. F•ur einen stromlosen m-Punktkontakt ist � = ei� mit
� =2 2� Z.

Wir bemerken, da� wir durch die Randbedingungen

lim
r ! 0

�
2e� i�

Er

� m� 1=2 � i�
p

E� (m � 1=2)
	 1(r; � ) = 1 � � (2.15)

f•ur m 6= 1=2 sowie

lim
r ! 0

i�
2 ln(Er )

 1(r; � ) = 1 � �

f•ur m = 1=2 den Koe�zien ten � bereits bestimmen k•onnen (zumindest f•ur
" ! 0). Bei Kenntnis von (2.15) l•a�t sich mit Hilfe von (2.13) der Wahr-
scheinlichkeitsstrom durch o ausdem Systemheraussofort angeben.

4Andere relevante L•angensind die Wellenl•angedesTeilchens 1
E , die Gr•o�e desSystems

L , die Wellenl•ange der Unordnung � . F•ur ein System mit zwei Kontakten kommt noch
deren Abstand d hinzu.
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typischesUnordnungspotential

Abbildung 2.3: Die zur De�nition einesPunktk ontakts n•otigen L•angen. E
gibt f•ur r � l die Wellenl•ange der BesselfunktionenJ1(Er )
und Neumannfunktionen Y1(Er ) (beide computergeneriert)
an. " beschreibt die Punktierung des betrachteten Teilge-
biets der Ebene. Die Korrelationsl •ange der Unordnung ist
gr•o�er als l .
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2.1.5 Simulation eines kurzgesc hlossenen Punktk ontakts
durc h ein St •orp otential

Wir schlie�en nun das Systemaus Abschnitt 2.1.4 durch Einbeziehung des
bisher ausgenommenen"-Balls. Dabei m•ochten wir durch lokale •Anderung
des Diracoperators einen (stromlosen) Punktkontakt simulieren, also eine
Aufteilung (2.14) mit � 6= 1 der Wellenfunktion im Abstand l vom Ursprung
beibehalten. Wir f•uhren ein lokales St•orpotential am Ort des Punktkon-
takts ein. Die Auswirkung auf das Spektrum quanti�zieren wir mit Hilfe
von St•orungstheorieerster Ordnung.

Im folgendenbetrachten wir den (unordnungsfreien)Diracoperator

~D := D + 1lV(r ): (2.16)

Dabei sei V(r ) := vV 0(r ) ein glattes Potential, da� au�erhalb von B l (o)
verschwindet. Die Wellenl•ange des Potentials sei l . St•orungstheorieerster
Ordnungerlaubt uns,die •AnderungdesEnergieeigenwerts zu ~D im gew•ahlten
Niveaun•aherungsweisezu bestimmen:

� E (1) = h jV j i (2.17)

= 2�
Z l

0
V(r )( j 1j2 + j 3j2)r dr:

Um zu erkennen,da� die Punktkontaktb edingung an (2.14) erf•ullt ist, be-
rechnen wir die Auswirkung desSt•orpotentials auf einenSpinor  mit Hilfe
der WKB-N •aherung5:

 W K B (Er; � ) =  ungest•ort

� Z r

0
(E � V(x)) dx; �

�
:

Unter der Annahme, da� sich die Energie des Zustands beim Einschalten
desSt•orpotentials nur wenig •andert ((2.17) also klein ist), verschwindet der
Fehler

( ~D � E)Si=o
1=2

=

 
0

p
EH 2=1

1

� Rr
0 (E � V(x)) dx

� � V (r )r +
Rr

0 V (x)dx
r

Rr
0 (E � V (x))d x

!

f•ur r = l, wo wir den Phasenunterschied zwischen ein- und auslaufender
Welle bestimmenwollen. Da l so gew•ahlt ist, da� die N•aherung (2.11) gut
ist, gilt f•ur das ungest•orte Systemn•aherungsweiseSi=o

1=2
(Er ) / 1p

r e� iE r . Die
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ErsetzungEr !
Rr

0 (E � V(x)) dx der WKB-N •aherungliefert uns nun einen
im Vergleich zum ungest•orten Systemzus•atzlichen Phasenfaktor

2
Z l

0
V(r )dr

zwischen ein- und auslaufendemAnteil. Wir folgern,da� die Anbringung des
beschriebenenSt•orpotentials der Anbringung einesgeeignetenkurzgeschlos-
senen 1=2-Punktkontakts entspricht. Ist die Energie des betrachteten Zu-
standsfestgelegt{ zum Beispieldurch einenzweiten, nicht-kurzgeschlossenen
Punktkontakt { soschr•ankt dasdie Wahl von vV 0(r ) ein, wenn esstation•are
Zust•andegeben soll.

Wir betrachten nun das ungeordneteSystem.  ist ein Eigenspinor eines
Diracoperators D u mit Unordnung. Der De�nitionsb ereich von D u sollen
die auf M [ B " (o) einmal schwach ableitbaren Spinoren sein. j j ist •uber
den Tr•ager des St•orpotentials n•aherungsweisekonstant, da die Unordnung
in diesemBereich n•aherungsweisekonstant ist. Dann ist

� E (1) = 2� v� (r = 0)
Z l

0
V 0(r )r dr

| {z }
=: c=2�

: (2.18)

V(r ) sei im folgendenimmer so schwach, da�

Unordnungspotential + V(r )

ein Unordnungspotential ergibt, dasim durchzuf•uhrendenUnordnungsmittel
ein •ahnlichesstatistischesGewicht wie dasurspr•ungliche Unordnungspoten-
tial hat.

Mit den Betrachtungen diesesAbschnitts ist also ein Zusammenhangzwi-
schen einem parametrisierten St•orpotential und dem Energieeigenwert ge-
wonnen.DieserZusammenhangwird im folgendeneine \Zustandsgeschwin-
digkeit" (im englischen \level velocity") liefern.

2.2 Punktk ontaktleit werte und Dic htek orre-
lationen

Ziel diesesKapitels ist, ein Analogonzum Hauptergebnisvon [6] f•ur das 
a-
che, zweidimensionaleDiracsystem zu �nden. Einleitend rekapitulieren wir

5N•aherung von Wentzel, Kramers und Brillouin. Die Version f•ur Schr•odinger-
Operatoren wird zum Beispiel beschrieben in [10], Seite 104.
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dasHauptergebnisund stellen den Zusammenhangzu unsererSituation her.
Wir entwickeln ein kontinuierlichesModell, das dem in [6] verwendetendis-
kreten Modell entspricht. Wir formulieren n•otige Voraussetzungenund leiten
dasgesuchte Analogon ab.

2.2.1 Einleitung

In [6] besprechen Rochus Klesse und Martin R. Zirnbauer das Chalker-
Coddington-Netzwerk, dassie { wie in Abschnitt 2.1.1beschrieben { •o�nen.
Sie beweisenfolgendeFormel:

2� � h� m f (� m =� l )i e = hF (Tlm )i ;

mit

h: : : i : gegebenesUnordnungsmittel,

� : Zustandsdichte bei E = 0;

� i : Wahrscheinlichkeitsdichte auf Link i desNetzwerks,

f : R> 0 ! R;

F (x) =
Z 2�

0

d'
2�

f
� �

�1 � ei'
p

1 � x
�
�2

=x
�

;

hAi e =
1
��

Z �

0
dE

NX

j =1

h� (E � E j )A( j )i ;

 j : station•arer Zustand desgeschlossenenSystems:

Voraussetzungensind: (i) Die Phasen der Koe�zien ten Sl l und Smm der
Streumatrix sind gleichverteilt und statistisch unabh•angig voneinander.(ii)
Beide sind statistisch unabh•angig von Tlm .

Nun beschreiben wir unsereSituation pr•azise.Dazu de�nieren und benennen
wir zuerst die grundlegendenmathematischen Objekte. Wir legendie zu be-
trachtende Energieskala fest. Punktkontakte werdende�niert, und ein erster
Zusammenhangzwischeno�enem und geschlossenemSystemwird formuliert.

GegebenseieinekompakteTeilmenge ~M desE2. Auf denstetigenFunktionen
~M ! C2 mit verschwindendem Wahrscheinlichkeitsstrom durch den Rand

von ~M lebt ein Diracoperator D = (px � Ax )� x + (py � Ay)� y + m� z + V1l
(siehe[5]), die Fluktuationen von A, m und V sind statistisch unabh•angig.
Das Unordnungsmittel sei h: : : i oder

R
D[A; m; V]F [A; m; V] : : : , wobei F
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aufgrund der statistischen Unabh•angigkeit faktorisiert. Die Wellenl•angeder
Unordnung seinach unten beschr•ankt.

Da ~M kompakt ist, hat D ein diskretesSpektrum, so da� das Mittel h: : : i e

auch f•ur unsereSituation Sinn macht. Im weiterenschicken wir { Klesseund
Zirnbauer folgend{ � und damit die Gr•o�e desbetrachteten Energiefensters
gegenNull. Wir haben so die zu betrachtende Resonanzenergiefestgelegt.

Zwei stromlose 1=2-Punktkontakte 1 und 2 werden wie in Abschnitt 2.1.4
ausgezeichnet. Der Abstand zwischenIhnenseigro� gegenihre Ausdehnung l.
Die Wellenfunktion desSystemsl•a�t sich in einer l-Umgebungdesjeweiligen
Kontakts aufteilen in ein- und auslaufendenAnteil (siehe(2.10)):

 
�
r (1) ; � (1)

�
= So

1=2

�
r (1) ; � (1)

�
+ i1Si

1=2

�
r (1) ; � (1)

�

 
�
r (2) ; � (2)

�
= o2So

1=2

�
r (2) ; � (2)

�
+ i2Si

1=2

�
r (2) ; � (2)

�
:

Die Indizesan Si=o erinnern uns an unsereBeschr•ankung auf Gesamtdrehim-
puls 1=2.

Wir k•onnen jetzt einen Zusammenhangzwischen der Streumatrix S und
einem Eigenzustanddes geschlossenenSystemsin der N•ahe der Kontakte
herstellen.Wir k•onnenzur Berechnung einesStreuzustands das geschlos-
seneSystemzur Hilfe nehmen,wennwir ein Energieniveaudesgeschlossenen
Systemsder Energieder eingestreutenTeilchen anpassenk•onnen.Wir spre-
chen dann von Resonanz.Streuzustandund Eigenspinorunterscheiden sich
h•ochstens in einem "-Ball um den Punktkontakt. Die Beschreibung desge-
schlossenenSystemsliefert i 1, i2 und o2, was die Besetzungder ein- und
auslaufendenKan•ale festlegt. Ist umgekehrt die Besetzungder Kan•ale be-
kannt, so ist die Streumatrix de�niert durch

�
i1

i2

�
=

�
S11 S12

S21 S22

� �
1
o2

�
: (2.19)

Nach Landauerund B•uttik er ist T12 = jS12j2 der Punktkontaktleit wert, dem
unser Hauptinteressegilt. Wir haben damit die Vorarbeiten abgeschlossen
und widmen uns nun der •Ubertragung der Argumentation aus [6].
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2.2.2 Eine Formel f •ur den Leit wert

In diesemUnterabschnitt wollen wir { mit Hilfe einiger Annahmen { die
Formel D

f
�

� 2
� 1

�
� 2

E

e

h� 2i e
= hF (T12)i

als direkte Entsprechung desHauptergebnissesvon [6] herleiten. Wir formu-
lieren zun•achst hinreichende Voraussetzungen.Dann nutzen wir als ersten
Schritt den im letzten Abschnitt hergeleitetenZusammenhangzwischen S
und  bei Resonanz.Zur Abstimmung desSpektrums desgeschlossenenSy-
stems auf Resonanzbauen wir ein St•orpotential ein, dessenAuswirkungen
wir zumindest in Grenzf•allen quantitativ untersuchen. Wir k•onnenmit Hil-
fe des St•orpotentials ein resonantes Unordnungsmittel de�nieren. Mit die-
semd•urfen wir nur bei Resonanzg•ultige Zusammenh•angemitteln. Wir ver-
kn•upfendanndasresonante mit demnicht-resonanten Mittel durch einen•utz-
liche Formel, die uns dasEndergebnisliefert.

Voraussetzungen

Wir formulieren nun sp•ater ben•otigte Voraussetzungenan das Unordnungs-
mittel: Wir fordern, da� der Winkel ' 1 der Phasezwischen ein- und aus-
laufendemAnteil der Wellenfunktion am Kontakt 1 statistisch unabh•angig
vom Unordnungspotential in der l-UmgebungdesKontakts 2 seinsoll. Diese
Voraussetzungentspricht dem zweiten Teil der Forderung (i) von Seite 47.
Au�erdem fordern wir, da� T12 statistisch unabh•angig von ' 1 und von der
Anbringung einesBuckelpotentials nach Abschnitt 2.1.5seinsoll.

Zusammenhang zwischen Streumatrix und Wellenfunktion bei Re-
sonanz

Wir m•ochten einenZusammenhangzwischenT12 ausdemo�enen Systemund
den die Wellenfunktion desresonanten, geschlossenenSystemsbeschreiben-
den Zahlen i 1; i2 und o2 herstellen.Dazu de�nieren wir eineder Streumatrix
verwandte Matrix. Bestimmte Hankelspinorkoe�zien ten bilden einenEigen-
vektor dieserMatrix zum Eigenwert 1. Es folgt eine Gleichung, die T12, o2

und einePhaseverkn•upft.

Wir gehenvon der Streumatrix (2.19) und dem Leitwert T12 = jS12j2 aus.
T12 ist unabh•angig von der Phasevon S12. Da wir stromlosePunktkontakte
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betrachten, gilt i 1 = ei' 1 und i2 = ei' 2 o2 mit ' 1; ' 2 2 [0; 2� ]. Wir schreiben
(2.19) folgenderma�enum:

S
�

1
o2

�
=

�
ei' 1 0
0 ei' 2

�

| {z }
=: T y

�
1
o2

�
:

Wir de�nieren ~S := TS. ~S ist unit •ar, da T und S unit •ar sind. Au�erdem

gilt T12 =
�
�
� ~S12

�
�
�
2
, soda� ~S f•ur unsereZwecke die Streumatrix ersetzenkann.

�
1
o2

�
ist Eigenvektor von ~S zum Eigenwert 1. Wir folgenwieder Klesseund

Zirnbauer und bemerken, da�

jo2j2 =

�
�
�1 � ~S11

�
�
�
2

T12

S unit •ar=

�
�1 � ei arg S11 ei' 1

p
1 � T12

�
�2

T12
(2.20)

ist. Dies gilt nur bei Resonanz.Damit ist die am Anfang des Abschnitts
angek•undigte Gleichung gefunden.

Spektralabstimm ung durc h St •orp oten tial

Wir m•ochten einenParameter in unserSystemeinbauen,der esuns erlaubt,
das Spektrum einer gegebenenUnordnungskon�guration auf Resonanzein-
zustellen.Dazu f•ugen wir dem Systemein Buckelpotential variabler St•arke
am Ort 2 hinzu. Wir legen dann einen unordnungsunabh•angigen Variati-
onsbereich f•ur die St•arke desBuckelpotentials fest, in dem mehrereNiveaus
auf Resonanzgebracht werden.Wir erkenneneineSchwierigkeit, die wir im
Abschnitt \ •Uberlegungzur Auswirkung desBuckelpotentials" behandeln.

Aus Abschnitt 2.1.5 ist bekannt, da� ein buckelf•ormigesPotential an einem
Ort eineAbstimmung desSpektrums desgeschlossenenSystemserlaubt. In
erster Ordnung St•orungstheoriewar dieseAbstimmung durch (2.17) quanti-
�ziert worden. Wir betrachten Buckelpotentiale der Form vV 0(r ) bei 2, und
zwar f•ur v wie im n•achsten Absatz beschrieben.

Wir legenein maximalesv =: w fest, w•ahlen im folgendenalso v 2 [0; w].
Betrachtet werden alle m•oglichen Unordnungskon�gurationen f (A; m; V)g.
w soll sogro� sein,da� f•ur beliebiges(A; m; V) gilt: E i (A; m; V + vi V 0) = 0,
und zwar f•ur viele vi 2 [0; w] (sieheAbbildung 2.4). In Worten: Durch Auf-
drehendesSt•orpotentials stimmenwir vieleEnergieniveausauf Resonanzab.
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Die Anzahl der vi bezeichnen wir mit Nw [A; m; V], wobei wir die Abh•angig-
keit von A, m und V in unsererSchreibweisenicht immer deutlich machen.
Gleichzeitig soll w soklein sein,da� der Leitwert im Mittel von dem St•orpo-
tential unbeein
u�t ist. Unser Ergebnis darf nicht vom willk •urlich gew•ahl-
ten w abh•angen. •Uberlegenwir uns zun•achst, wie Nw von der Unordnung
abh•angt.

E

vw

v2 v3v1

E1
E2
E3

Abbildung 2.4: Spektralverschiebung durch Buckelpotential vV 0 f•ur eine
vorgegebene Unordnungskon�guration (schematisch). Siehe
auch Abbildung 2.5.Hier ist der •Ubersichtlichkeit halber Nw

untypisch klein: Nw = 3.

•Ub erlegung zur Auswirkung des Buc kelp oten tials

Ein wesentlicher Punkt in [6] war Fu�note 9. Im Chalker-Coddington-Netz-
werk konnte gezeigtwerden,da� durch Variation der Phaseauf einemLink
von 0 bis 2� genauein Energieniveauauf Resonanzeingestelltwird. F•ur die
Argumentation war die Periodizit •at desSpektrums desChalker-Coddington-
Modellssowohl bez•uglich der Energieals auch bez•uglich der variierten Phase
wesentlich. In unseremFall ist keine der beiden Periodizit •aten gegeben, so
da� wir die Argumentation nicht einfach kopierenk•onnen.Der Unterschied
zwischen unsererHerangehensweiseund der aus[6] wird durch Nw charakte-
risiert.

Wir wollen jetzt argumentieren, da� Nw f•ur ausreichend gro�e w gro� ist,
und sich dann nur noch wenig mit der Unordnung •andert. Wir liefern Argu-
mente f•ur zwei grenzwertige Regimes:Im ersten sind alle Wellenfunktionen
lokalisiert, haben also gr•o�tenteils einen exponentiell kleinen •Uberlapp mit
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dem Punktkontaktb ereich. Im zweiten sind alle Wellenfunktionen delokali-
siert, haben also alle einen vergleichbar gro�en •Uberlapp mit dem Punkt-
kontaktb ereich. Es wird sich herausstellen,da� Nw f•ur ausreichend gro�e w
in beidenF•allen gleich ist. Wir nehmendann im folgendenan, da� Nw vom
Unordnungsmittel unabh•angig ist.

Systemaufteilung. Wir teilen immer einenkreisf•ormigenBereich um den
Punktkontakt 2 durch einenunendlich hohenMassenwall mM (r )� z, m� 1 !
0, vom Rest des Systemsab. Die Ausdehnung diesesBereichs sei die Wel-
lenl•angeder Unordnung. DieserWall ist f•ur Diracteilchen undurchdringlich.
Wir betrachten nun das Spektrum deskreisf•ormigen Bereichs. Es ist o�en-
sichtlich diskret, unbeschr•ankt und unabh•angig vom Regime.Die Zustands-
dichte ist viel niedriger als im Restsystem,da der abgetrennte Bereich deut-
lich kleiner ist. Sie ist konstant •uber gro�e Energiefenster,da essich um ein
geordnetesSystemhandelt.

Wir f•ugen nun ein Buckelpotential im Inneren des Massenwalls hinzu. Das
innereSpektrum E i ver•andert sich stetig mit der St•arkev desPotentials. Das
Spektrum des Systemsau�erhalb des Massenwalls ist vom Buckelpotential
v•ollig unbeein
u�t. Zur Illustration dient der obere Teil von Abbildung 2.5.
Der •Ubersichtlichkeit halber sind die in der Abbildung gew•ahlten Dichten
kleiner als die im tats•achlichen System.Ohne Beschr•ankung der Allgemein-
heit nehmenwir an, da� @E i

@v > 0 ist, solangeE i ein NiveaudesinnerenTeil-
systemsist. Wir sehen,da� f•ur das innere SystemNw mit w linear w•achst,
solangeSt•orungstheorieerster Ordnung anwendbar ist.

Grenzfall vollst •andig lokalisiertes Regime. Jetzt beschr•anken wir uns
auf den ersten Fall: Alle Wellenfunktionen sind lokalisiert. Wir betrachten
einenAusschnitt ausdem Spektrum um die Resonanzenergie.

Zuerst geben wir ein Skalenargument. Wir gehendavon aus, da� die Zu-
standsdichte ~� pro Fl•achepro Energieim Innensystemgleich der im Gesamt-
systemist. Ist � die Lokalisierungsl•ange,so�nden sich im Gesamtsystem ~� � 2

durch ein Buckelpotential auf Resonanzeinstellbare Zust•ande. Da das In-
nensystemungef•ahr so gro� ist wie die Lokalisierungsl•ange, �ndet sich im
Innensystemdie gleiche Zahl so einstellbarerZust•ande.

Wir geben nun noch ein detaillierteresArgument. Wir vereinigendie beiden
Teilsysteme,indem wir den Massenwall adiabatisch auf 0 reduzieren.Dabei
vereinigensich die Spektren der beiden Systemezu einemSpektrum. Dort,
wo sich vor der ReduzierungdesMassenwalls die Spektren der Teilsysteme
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Spektrum desInnenteils
Spektrum desAu�en teils

2

Spektren:Systeme:

Abbildung 2.5: Spektren von Teilsystemen. Hier: Grenzwert mit starker
Lokalisierung (die Niveaus sind nur abschnittsweise v-
abh•angig).

53



kreuzten, kommt eszu vermiedenenNiveaukreuzungen.Das Ergebnisdieses
Vorgangswird im unteren Teil von Abbildung 2.5 veranschaulicht.

Die relative •Anderungvon Nw bei ReduzierungdesMassenwalls verschwindet
nun, denn:

1. Ist die Anzahl der Level in einem gegebenen Energiefenstergro�, so
ist die •Anderung dieser Anzahl bei Entfernung des Massenwalls und
konstantem Buckelpotential dagegenvernachl•assigbargering.

2. •Uberstreicht vor der ReduzierungdesMassenwalls ein Niveaudesinne-
ren Systemsunter Variation von v einebestimmte Energie,soist diesem
Innenniveau ein Niveau des Gesamtsystems zugeordnet,das dieselbe
Energie •uberstreicht. DieseZuordnung ist injektiv. Beschr•anken wir v
auf [0; w], so verlieren wir h•ochstenszwei Niveaus.

Zu 1. Wir vergleichen die Zustandsdichte des•au�eren Systemsmit der des
Gesamtsystems. Beide sind proportional der Systemausdehnung zum Qua-
drat. Im Grenzfall

Systemgr•o�e
Gr•o�e desabgetrennten Bereichs

! 1

geht
Gesamtsystemausdehnung

Ausdehnung des•au�eren Systems
! 1:

In diesemGrenzfall ist also die Zustandsdichte im inneren Systemvernach-
l•assigbargegendie Zustandsdichten f•ur das •au�ere und das Gesamtsystem,
und diesesind gleich. Das ist •aquivalent zu 1.

Zu 2. F•ur die folgendeArgumentation sieheAbbildung 2.6. Im aufgeteil-
ten Systemgibt esSchnittpunkte (vi ; E i ) innerer Niveausmit •au�eren Nive-
aus (sieheAbbildung 2.5). Im vereinigten Systemdominiert abseitssolcher
Schnittpunkte entwederdasVerhalten desinnerenNiveausoder dasVerhal-
ten des•au�eren Niveausdas Verhalten desGesamtsystemniveaus.In einem
Bereich gibt esalso f•ur gegebeneAchseE = const. und gegebenenSchnitt-
punkt der Achse mit einem inneren Niveau genau einen Schnittpunkt der
Energieachsemit einemNiveaudesGesamtsystems,im anderenkeinen.

In der N•ahe eines (vi ; E i ) kommt es nun zu vermiedenenNiveaukreuzun-
gen. Wir legenunsereAchse E = const. in diesenBereich. (vi ; E i ) wird in
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Innenniveaus

Au�enniv eau

E

: Gesamtsystemniveaus

Eoben
Eunten

E =const.
(vh; Eh) (vi ; E i ) (vj ; E j )

Abbildung 2.6: Zur Injektivit •at der Zuordnung Resonanz innerer Aus-
schnitt ! ResonanzGesamtsystem.

der Zeichnung umrahmt von zwei Gesamtsystem-EnergieniveausEunten und
Eoben. Gibt es0 < vh < vi < vj < w, so da� (vh; E i ) und (vj ; E i ) Schnitt-
punkte anderer•au�erer Niveausmit dem betrachteten inneren Niveau sind,
soschneidensicher Eunten(v) und Eoben(v) die ausgezeichneteEnergieachse
f•ur v 2]vh ; vj [. Solche vh; vj gibt esnur f•ur die Schnittpunkte nicht, die den
R•andernvon [0; w] am n•achsten liegen.Nur an diesenStellenkann eineReso-
nanz desinneren Systemsnicht injektiv einer ResonanzdesGesamtsystems
zugeordnetwerden.Damit folgt 2.

Insgesamt geht die relative •Anderung von Nw beim Zusammenschlu� der
Systemeim lokalisierten Regimealso gegenNull, wenn die Gr•o�e desRest-
systemsgro� gegendie Gr•o�e desinneren Bereichs wird.

Grenzfall v•ollig delok alisiertes Regime (ohne Unordn ung). Wir un-
tersuchen nun dasvollst•andig delokalisierte RegimeohneMassenwall. Durch
Anbringung einesBuckelpotentials werdenalle Energieniveausbeein
u�t. In
ersterOrdnung St•orungsrechnung ist Nw = w

�
� @E

@v

�
�
mittel

� . Der Index \mittel"
steht f•ur Mittelung •uber dasbetrachtete Energiefenster.

�
� @E

@v

�
�
mittel

ist propor-
tional zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Punkt 2, welche proportional
zur inversenquadratischen Systemgr•o�e L � 2 ist. Die Zustandsdichte � ist
proportional zur Systemgr•o�e zum Quadrat. Nw ist damit unabh•angig von
der Systemgr•o�e.

Schalten wir nun den Massenwall ein, so entspricht das entstehendeinnere
SystemdemGesamtsystemmit geringererAusdehnung. Da Nw nicht von der
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Systemgr•o�e abh•angt, ist Nw f•ur dasGesamtsystem gleich Nw f•ur dasinnere
System.Damit ist Nw f•ur dasGesamtsystemim delokalisiertenRegimegleich
Nw f•ur daslokalisierteRegime,denndie innerenSystemeder beidenRegimes
unterscheidensich nicht.

Das resonante Mittel

Wir de�nieren nun das resonante Mittel h: : : i res:

hOi res :=
Z

D[A; m; V]F [A; m; V ]� (2.21)

�
1

Nw [A; m; V ]

Nw [A;m;V ]X

i =1

O[A; m; V + vi [A; m; V]V 0]:

Nw [A; m; V ] ist die Anzahl der Energieniveaus,die unter Variation der St•arke
desBuckelpotentials von 0 bis w die AchseE = 0 schneiden.vi [A; m; V] ist
dementsprechend die Nullstelle desi -ten Niveaus(sieheAbbildung 2.4).

Resonante Mittelung

Anwendungder Funktion f von Seite47 auf (2.20), resonante Mittelung und
Integration •uber [0; 2� ] mit Ma� d' 1

2� ergeben:


f (jo2j2)

�
res

= hF (T12)i res ;

F sieheSeite47. Es ist


f (jo2j2)

�
res

= hF (T12)i ; (2.22)

da T12 nach Voraussetzungunabh•angigvon demzus•atzlichenBuckelpotential
ist.

Um wandlung des Eigenfunktionsmittels in das resonante Mittel

Wir m•ochten nun einenZusammenhangzwischen dem resonanten und dem
nicht-resonanten Mittel aufdecken, der uns zusammenmit dem Ergebnisdes
Abschnitts \ •Uberlegungzur Auswirkung desBuckelpotentials" unserErgeb-
nis liefert. Wir folgeneiner Betrachtung aus[6]. Dabei rechnen wir zun•achst
ein g•unstig geschriebenesnicht-resonantes Mittel in dasresonante Mittel um.
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Dann argumentieren wir, da� das gut passendeMittel dem Eigenfunktions-
mittel von Seite 47 entspricht. Zuletzt f•uhren wir die Aussagen•uber den
Zusammenhangzwischen o�enem und geschlossenemSystembei Resonanz
zusammenmit den Aussagen•uber die Mittel und erhalten das am Anfang
von Abschnitt 2.2.2angek•undigte Ergebnis.

Wir rechnen nun dasabgewandelte Eigenfunktionsmittel h: : : i ~e,

hAi ~e :=
1
��

Z �

0
dE

Z w

0

dv
w

h�
�
E1(v) (v) � E

�
A

�
 1(v) (v)

�
i ;

in das resonante Mittel um. E1(v) bezeichnet dabei das Energieniveau, das
bei Steigerungvon v als n•achstesresonant wird.

Wir vertauschen die Reihenfolgevon Unordnungsmittel und v- sowie E-
Integration auf der rechten Seite.Dasist erlaubt, da dasstatistische Gewicht
F einer Unordnungskon�guration sich bei Hinzuf•ugung einesBuckelpotenti-
als nur vernachl•assigbar•andern soll. Die E-Integration f•uhren wir aus. Die
� -Distribution liefert uns 1 genaudann, wenn E1(v) (v) in dem Intervall [0; � ]
liegt, sonst Null. Um die Situation besserzu verstehen,betrachten wir Ab-
bildung 2.7.

E

E = �

E1(vi )(v)

vi vi + �
�
�
�

@E1( v i )

@v (vi )
�
�
�
� 1

v

Abbildung 2.7: Bestimmung desv-Intervalls, in dem E i (v) Werte im Inter-
vall [0; � ] annimmt. Da � gegenNull gehensoll, darf E i (v) in
diesemIntervall linear gen•ahert werden.

Die v-Integration •uber [0; w] spaltet sich also auf in eine Summe•uber Inte-

grale •uber Intervalle
�
vi ; vi + �

�
�
�

@E1( v i )

@v (vi )
�
�
�
� 1

�
:

hAi ~e =
1

�� w

*
NwX

i =1

Z vi + �

�
�
�
�

@E 1( v i )
@v (vi )

�
�
�
�

� 1

vi

dvA
�
 1(v) (v)

�
+
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Die Integrationsgebietek•onnendurch entsprechendeWahl von � beliebigklein
gemacht werden. Daher wird der Integrand als konstant angenommenund
durch seinenWert am linken Intervallrand ersetzt. Au�erdem schreiben wir
dasUnordnungsmittel als Funktionalintegral:

hAi ~e =
1

� w

Z
D[A; m; V]F [A; m; V]

NwX

i =1

A
�
 1(vi )(vi )

�
�
�
�
�
@E1(vi )

@v
(vi )

�
�
�
�

� 1

(2.21)
=

1
� w

*

NwA

�
�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�

� 1

v=0

+

res

:

Dabei ist �
�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�
v=0

( ) =

�
�
�
�

Z 1

0
r dr

Z 2�

0
d� j (r; � )j2V 0(r )

�
�
�
�

nach St•orungsrechnung erster Ordnung. Damit ist das modi�zierte Eigen-
funktionsmittel in das resonante Mittel umgerechnet.

Wir setzen{ erneut Klesseund Zirnbauer folgend{

A( ) := f
�
jo2j2

�
�
�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�
v=0

1
Nw

(Achtung { Nw ist nicht durch  festgelegt,sonderndurch (A; m; V) gegeben.
Alle relevanten Mittel k•onnenaber die Eingabe von unordnungsabh•angigen
Operatorenverkraften.) und folgern mit Hilfe von (2.22):

�
f

�
jo2j

2�
�
�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�

1
Nw

�

~e

=
1

� w
hF (T12)i : (2.23)

Wir wollen nun argumentieren, da� in guter N•aherungdasMittel h: : : i ~e dem
Mittel h: : : i e entspricht. Zuerst formulieren wir den formellen Unterschied:
DasSchlange-Mittel addiert demArgument der zu mittelnden Gr•o�e noch ein
Buckelpotential vV 0 bei 2 hinzu, •uber dessenSt•arke sp•ater gemittelt wird.
Au�erdem ist essensitiv f•ur alle w•ahrend desv-Mittels resonant werdenden
Energieniveaus,nicht nur f•ur daserste.

Durch die Wahl der Ausdehnung des Buckels, seiner Form und der maxi-
malen St•arke w wird aber sichergestellt:Die v-Mittelung ist kompatibel mit
den ohnehin vorhandenenSchwankungendes Unordnungspotentials. Pr•azi-
ser gesprochen: Das Potential V + vV 0 kommt in der Gesamtheit der Un-
ordnungskon�gurationen genausovor wie V; es wird also nur eine bereits
durchgef•uhrte Mittelung erneut angewandt.
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Wir ersetzenim folgendenalso h: : : i ~e auf der linken Seite von (2.23) durch
h: : : i e. Aus \ •Uberlegungzur Auswirkung desBuckelpotentials" wissenwir,
da� Nw sich nur wenig mit der Unordnung •andert. Wir k•onnendaher (2.23)
umschreiben in �

f
�
jo2j

2�
�
�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�

�

~e

=
Nw

� w
hF (T12)i : (2.24)

Da ersteOrdnung St•orungstheorieanwendbar ist, gilt auch n•aherungsweise

Nw � w�
� �

�
�
�
@E1

@v

�
�
�
�
v=0

�

~e

(2.18)
� w� ch� 2i e:

Das rechts und (2.18) links in (2.24) einsetzen:
D

f
�

� 2
� 1

�
� 2

E

e

h� 2i e
= hF (T12)i :

Das ist unserErgebnis.

Zusammenfassung und Ausblic k

Der Schwerpunkt desersten Teils der Arbeit lag auf der Untersuchung von
Randbedingungenf•ur Diracoperatorenausmathematischem und festk•orper-
physikalischemBlickwinkel. Die festk•orperphysikalischeBetrachtung war mo-
tiviert durch den KontinuumslimesdesChalker-Coddington-Modells in der
Ebene.F•ur sternf•ormige, beschr•ankte Teilgebieteund die Halbebenekonn-
ten wir Randbedingungenangeben, f•ur die der sich ergebendeDiracoperator
hermitesch wurde. Wir scheiterten bei dem Versuch, den Kontinuumslimes
des diskreten Chalker-Coddington-Modells auf der Sph•are durchzuf•uhren.
Wir •ubertrugen daher den Kontinuumslimesaus der Ebene mit di�erenti-
algeometrischen Methoden auf die Sph•are. Auch hier fanden wir geeignete
Randbedingungen.

In der Mathematik existiert einegut ausgearbeitete Theorie der Randbedin-
gungen und Indizes von Diracoperatoren. Um dieseauf physikalische Fra-
gestellungenanwendbar zu machen, haben wir f•ur Kreisscheibe und Halb-
ebene versucht, die physikalischen Beispiele in die Ans•atze der Theorie in
der Versionvon Paul Kirk und Matthias Lesch einzubetten. Der Diracopera-
tor auf der Halbebenemit Randbedingungenaus dem Chalker-Coddington-
Modell erf•ullte viele Voraussetzungen.Daher wurde versucht, f•ur diesesBei-
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spiel den in der mathematischen Theorie einewichtige Rolle spielendenCal-
der�on-Projektor zu berechnen,wasaber nicht gelang.An dieserStellem•u�te
erneutangesetztwerden,um die Indizesund Invarianten der mathematischen
Theorie zu berechnen und dann mit physikalischen Gr•o�en zu vergleichen.

Im zweiten Teil der Arbeit untersuchten wir Punktkontakte. F•ur dasdiskrete
Chalker-Coddington-Modell hatten Rochus Klesseund Martin R. Zirnbauer
eine Formel gefunden,die einen Zusammenhangzwischen dem Leitwert ei-
nesNetzwerks mit zwei Punktkontakten und bestimmten Korrelationen der
Wahrscheinlichkeitsdichten im gleichen Netzwerk ohne Kontakte herstellt.
Um einen •ahnlichen Zusammenhangim kontinuierlichen Modell zu �nden,
haben wir zun•achst f•ur diesesden Begri� Punktkontakt de�niert. Um die
von Klesseund Zirnbauer durchgef•uhrte Rechnung mit Hilfe der gegebenen
De�nition zu reproduzieren, stellten wir mit Hilfe einesvariablen, lokalen
Potentials dasSpektrum desgeschlossenenSystemsauf Resonanzein. O�en
bleibt die Frage,wie stark die Anzahl der bei einerbestimmten Variation des
Potentials auf Resonanzabgestimmten Energieniveausvon der Unordnungs-
realisierungabh•angt. Wir haben nach einer detaillierten Diskussionzweier
Spezialf•alle angenommen,da� dieseAbh•angigkeit schwach ist. Wir konnten
dann unter •ahnlichen Voraussetzungeneinezu der von Klesseund Zirnbauer
analogeFormel herleiten.
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Anhang A

St •uckw erk zur Mathematik

A.1 Cli�ord-Algebra

Gegebenseiein reellerVektorraum V der Dimensionn mit reellemSkalarpro-
dukt (� ; � ). Wir denken uns auf diesemVektorraum ein Produkt � : V � V !
(Raum der Bivektoren) gegeben, dasdie folgendeRegelerf•ullt:

v � w + w � v = � 2(v; w): (A.1)

Den Raum der Bivektoren kann man sich zum Beispiel vorstellen als den
Raum der von zwei Vektoren aufgespannten orientierten Fl•achen. Aus (A.1)
ist ersichtlich: Der Raum der Bivektoren ist 1

2n(n � 1)-dimensional.

Wir erweitern jetzt den Punkt assoziativund distributiv auf Produkte von
Vektoren mit Bivektoren und erhalten Trivektoren, dann auf Produkte von
Vektoren mit Trivektoren und so weiter. Aus (A.1) ist wieder ersichtlich:
Alle m-Vektoren mit m > n sind Null. Wir kombinieren: Die Dimensiondes
Raumsder k-Vektoren ist

�
n
k

�
=

n!
(n � k)!k!

:

Wir de�nieren jetzt die Cli�ordalgebra

C(V) := R �
nM

k=1

Raum der k-Vektoren:

Die Cli�ordalgebra hat die Dimension2n .
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A.2 Levi-Civita-Zusammenhang

Gegeben sei ein K-Vektorb•undel V •uber einer glatten Mannigfaltigkeit M .
Ein Zusammenhangauf dem Vektorb•undel ist eine K-bilineare Abbildung
r : TM � V ! V mit den Eigenschaften

r (� v) = � r (v) + vd� ;

r �t + � u = � r t + � r u:

DieseGleichungen sollen f•ur jede glatte Funktion � : M ! K beziehungs-
weise� : M ! K und alle glatten Schnitte t, v desTangentialb •undels TM
sowie alle glatten Schnitte v desVektorb•undelsV gelten.

Ein Levi-Civita-Zusammenhangeiner glatten Riemannschen Mannigfaltig-
keit ist nun ein Zusammenhangr : TM � TM ! TM mit den zus•atzlichen
Eigenschaften Torsionsfreiheit

r X Y � r Y X = [X ; Y]

und Metrikkompatibilit •at

d(X ; Y) = (r X ; Y) + (X ; r Y)

(jeweils f•ur alle glatten Schnitte X , Y desTangentialb •undels). Der Funda-
mentalsatz der Riemannschen Geometrie besagt, da� es f•ur eine gegebene
Riemannsche Mannigfaltigkeit genaueinenLevi-Civita-Zusammenhanggibt.

Dem Levi-Civita-Zusammenhangr auf dem Tangentialb •undel ist durch die
Forderung

d(� (X )) = (r � )(X ) + � (r X )

f•ur alle 1-Formen� und VektorfelderX genauein Zusammenhangr auf dem
Kotangentialb •undel zugeordnet.Auch r wird Levi-Civita-Zusammenhang
genannt.

Besitzt M eine Spinstruktur, so gibt esein Spinorb•undel S ! M , ein Clif-
fordb•undel CM ! M und einekanonische Wirkung desCli�ordb •undelsauf
dem Spinorb•undel, die Cli�ordm ultiplik ation c : CM ! End(S). Zum Levi-
Civita-Zusammenhangr auf dem Tangentialb •undel de�nieren wir f•ur einen
Orthonormalrahmen f ej g Koe�zien ten ! k

ij durch

r @i ej = ! k
ij ek : (A.2)

62



Wir de�nieren den Levi-Civita-Zusammenhangr S auf dem Spinorb•undel
durch die Relation

r S
@i

= @i +
1
4

X

j k

! k
ij c(ej )c(ek): (A.3)

Die ei sind dabei als Elemente des Cli�ordb •undels aufzufassen.F•ur einen
beliebigenglatten Schnitt a desCli�ordb •undelsund einenbeliebigenglatten
Schnitt X desTangentialb •undelsgilt

[r S
X ; c(a)] = c(r X a);

der Levi-Civita-Zusammenhangauf S ist alsoein Cli�ordzusammenhang.
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