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Zusammenfassung

Wir untersuchen einige Randbedingungenfer Diracoperatorenaus Sidht des
Kontinuumslimesdes Chalker-Coddington-Modells sowie aus Sidht der
mathematistien Theorie von Spinorbeindeln eber kompakten

Mannigfaltigkeiten mit zylindrischem Kragen. Wir de nieren den Begri
Punktkontakt im Kontinuumslimeseber eine Aufteilung der
Wellenfunktion am Kontaktort, die von einer Randbedingungsichergestellt
wird. Absdlie end untersudhen wir fer ein Systemmit schwacher
Unordnung die Bezielung zwisten Punktkontaktleit werten im o enen und
Dichtekorrelationenim gestlossenenfall.
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0.1 Was sind Diracop eratoren?

In der relativistischen Quantenmedanik besdireibt die Diracgleichung die
Dynamik der Fermionen. Sie wird verwendet, da die klassisbe Sdredin-
gerdynamik weder die relativistische Energie-Impuls-Relation erfullt noch
den Spin der Fermionen besdireibt. Diese Arbeit besdaftigt sich mit Di-
racoperatoren in der Festkerperphysik. Hier ist die Dynamik nicht-relati-
vistisch. Siewird von den Di erentialoperatoren zweiter Ordnung besdarie-
ben, die in der Physik Sdredinger-und in der Mathematik Laplace-Opera-
toren hei en. Ein Diracoperator bestreibt hier zum Beispiel eine e ektiv e
Theorie bei tiefen Temperaturen.

Aus Sidit der Mathematik ist ein Diracoperator eine Quadratwurzel aus ei-
nem Laplace-Ogerator. Ein Laplace-Ogperator ist ein Operator der Form

X
g’ @@+ Terme1l. und 0. Ordnung

ij

in lokalen Koordinaten. g' = (dx';dx!) bezeitinet die Metrik auf dem Ko-
tangertialb ndel.

Wir betrachten zunadst das kanoniste Beispiel fur einen Diracoperator
in der relativistischen Quantenmedtanik: Den Hamiltonian desfreien Elek-
trons in der (3+ 1){dimensionalenMinkowski-Raumzeit. Aus der klassisten
Energie-Impuls-Relation

_ P

~ 2m
fur ein Teilchen mit Massem folgt bekanntlich mit Hilfe desKorrespondenz-
prinzips die Scredingergleitiung in Ortsdarstellung. Die Energiedisgersion
fur ein relativistisches Teilchen ist aber

E2 = m2c* + pzcz; (1)

wenn c die Lichtgestwindigkeit ist. AnwendungdesKorrespondenzprinzips
fuhrt zur Klein-Gordon-Gleichung

St s =mi
die man in manifestrelativistisch kovarianter Form auch
m2¢2
@@+ —; =0




sdireibenkann{ ausmathematisder Sicht eineEigernwertgleichung fur einen
Laplace-Operator. DieseGleichung ist allerdingsvon zweiter Ordnung in der
Zeit, was physikalisth gesehendie Wahrsdeinlichkeitsinterpretation fer
erstwert. Man zieht daherdie Quadratwurzel und screibt dazu formell

(i~ @ mc) =0

nimmt Werte in einemnoch zu bestimmendenVektorraum an. Alle Ablei-
tungen sind erster Ordnung. Im Gegensatzzur Sdredingergleitiung spielt
die Ableitung nadh der Zeit hier analogzur relativistischen Dispersionsrela-
tion keine hervorgeholene Rolle. ZweimaligesAnwenden des Operators auf
der linken Seitemu eineKlein-Gordon-Gleichung in jeder Komponerte von

ergelen. Es folgt die fundamenale Antivertausdwungsrelationder , die
Cli ordrelation

+ = 29 1,

mit der Lorentzmetrik der Raumzeitg . DieseRelation bildet eineGrundla-
gefur die Konstruktion allgemeinererDiracoperatoren. Sielegt hier die An-
zahl der Komponerten von auf ein naterlichzahligesVielfachesvon Vier
fest. Diese Tatsade erlaubt die Besdireibung des Elektronenspins, fur die
allerdings auch zwei Komponerten gereidit hatten. Die uberzahligen Kom-
ponerten ertsprechen au erdem negativen Energien. Um das Dilemma zu
losen,postulierte Dirac, da in der Natur alle Zustande mit negativer Ener-
gie besetztseien.Ist ein Zustand nicht besetzt,so ertsteht ein Positron, das
damalsaber experimenrtell noch unbekannt war.

Angesitits der Tatsathe, da die Diracgleichung die relativistische Energie-
Impuls-Relation erfellt, ist esumsoerstaunlicher, da Diracoperatorenaud
als Hamiltonians, also Generatorender Zeitentwicklung, in der Festkerper-
physik Anwendung nden. Ein Beispiel{ mit dem wir unsin dieserArb eit
vornehmlich bestaftigen { ist der Kontinuumslimesdes Chalker-Codding-
ton-Modells, siehe[5]. Den Kontinuumslimeseinesquadratisdhen Gittermo-
dells,in demTeilchenvon einemGitterplatz zum nachstenund eibernachsten
springenkennen, bestireiben Ludwig, Grinstein, Shankar und Fisherin [7].
Eine Zusammenfassungler Bestireibung des Tieftemperaturlimes von D-
Wellen-Supraleiternmit Hilfe von Diracoperatorenliefern Zirnbauer, Altland
und Simonsin [3].

Um zu verstehen,wie ein Diracoperator in e ektiven Besdireibungen fest-
kerperphysikalischer Modelle auftaucht, betrachten wir einenauf mehrkom-
ponertiigen WellenfunktionenwirkendenPropagator

U= e it~ *H®K
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mit Hamiltonian H im Impulsraum. Die Exponenialfunktion lat sich in
eine Potenzreihe

. : . 1 .
U=1 it~ Hjeo + (@H)jk=ok + é(@H)jkzok2+ o+

ertwickeln. Fur kleine Impuls- und damit Energieariationen sowie nichtver-
sdwindendem (@H )jk=o und verstwindendemHjy-o vernadlassigenwir
hehereOrdnungenund erhalten als Naherungfer den Hamiltonian im Orts-
raum

D = (@H )jk=0 @;
was ein Diracoperator sein kann, wenn U auf mehrkomponertigen Wellen-
funktionen wirkt.

Die Spektren von U und D veransdaulichen die durchgetkihrte Naherung:
Das Spektrum von D liegt auf der Tangere in 1 an den Einheitskreis, auf
dem das Spektrum von U liegt, sieheAbbildung 1. Im Gegensatzzur rela-
tivistischen Quantenmedanik, in der Diracoperatoren zur Besdireibung des
Hochenergieerhaltensverwendetwerden,bestireibt dieserDiracoperator al-
sodasNiederenergiegrhalten desSystemsZudemkann der Massemerm von
D versdwinden: Die bestiriebeneDynamik ist dann die masseloset eilchen
oder Anregungen.

GQ’@
S 0
@0&’0 Spektrum des
fo% J\OQ/ "\ Diracoperators
k/ 1

Abbildung 1: Spektren einesPropagators und des zugeherigen Diracopera-
tors.

Diese Arbeit besdaftigt sich mit Randbedingungenfer Diracoperatoren.
Randbedingungensind netig, um aus dem Vektorraum aller Lesungen ei-
ner linearenDi erentialgleichung L = 0 die zum jeweils gestelltenProblem
passendenauszwahlen. Eine aquivalente Sichtweise ist: Eine Randbedin-
gung schrankt den De nitionsb ereid des Operators L ein. Er behalt dabei
seineformale Gestalt bei, die Anderung des De nitionsb ereich andert aber
seineEigensbaften.



Wir betrachten zunadst einen Sdredingeroperator auf Funktionen auf ei-
nem Intervall. Bekanrtlich erfellt die Dirichlet-Randbedingung

jRand =0

die physikalische Forderung, da der Strom durch den Rand versdwindet.
Der Sdredingerogerator ist auf dem so eingeshrankten Funktionenraum
selbstadjungiert. Schranken wir hingegenden De nitionsb ereid eines Di-
racoperators mit dieser Randbedingung ein, so bleibt uns nur die trivia-
le Losung.Der Diracoperator ist auf dem eingeshrankten Funktionenraum
nicht selbstadjungiert. Sinnvolle Randbedingungenfur einige relativistische
Diracoperatoren werden in [2] diskutiert. Wir werden uns mit Randbedin-
gungensonohl auf dem Rand als auch an Ledhern in einer Mannigfaltigkeit
fur Diracoperatoren aus der Festkerperphysik beshaftigen.

Die folgendeArbeit bestel aus zwei Teilen. Der erste besdaftigt sich mit

Randbedingungenfur Diracoperatoren aus physikalischer und mathemati-
sdher Sicht. Wir werden zuerst eine physikalisch motivierte Randbedingung
formulieren: Wir fordern das Versdwinden der Wahrsdeinlichkeitsstrom-
dichte durch den Rand der betrachteten Mannigfaltigkeit. Wir fehren dann
das Gittermodell von Chalker und Coddington ein, dasim Kontinuums-und
Tieftemperaturlimes durch einenDiracoperator D besdirieben wird. Au er-

dem wird mit diesemModell eine naterliche Randbedingung fur Spinoren
auf der Halbebene mitgeliefert. Wir rechnen explizit die Hermitezitat von
D nad und zeigen,da fer der Randbedingung gereigende Eigenspinoren
die Normalkomponerte der Wahrsdeinlichkeitsstromdidite am Rand ver-
sdwindet. Fur die Einheitskreissbeibe nden wir Randbedingungendurch
explizites Ausredinen der Adjungierten von D, ebensofur ein bestiranktes,
sternformigesTeilgebietder Ebene.

Wir wendenuns dann der mathematisdien Sichtweisezu. Im physikalischen
Teil haben wir uns nur mit Mannigfaltigkeiten verstcwindender Kr ummung
befa t. Langfristig sollenaudh Randbedingungenfer denFall nichtversdwin-
denderKr emmung verstandenwerden. Wir geben deshalbzunadst fer eine
bestimnte Klasse von Mannigfaltigkeiten eine Konstruktionsvorsdrift fer
Diracoperatoren. Wir mediten eine der in der Mathematik existierenden
Theorien nutzen und besdaftigen uns daher mit der Arbeit [9] von Paul
Kirk und Matthias Lesti. Um kompatibel zu sein, schranken wir uns weiter
ein und betrachten eine Untermengevon Diracoperatorenauf Spinorbeindeln
eber glatten, kompakten Mannigfaltigkeiten mit Kragen. Ein Beispielfur ei-
ne solthe Mannigfaltigkeit ist der Erlenmeyerkolben aus der Chemie. Wahlt
man als Randbedingung ein Elemert der sogenanten selbstadjungierten



Fredholm-Grassmanndten, einer Familie orthogonaler Projektoren, so hat
der Diracoperator physikalisch sinnvolle Eigensdaften. Obwohl die von uns
zuvor betrachteten Mannigfaltigkeiten und Diracoperatorendie von der Ma-
thematik gestellten Bedingungenverletzen, stellen wir fest, da zumindest
einige zu den gefundenenRandbedingungengeherige Projektoren Elemerte
der jeweiligen Fredholm-Grassmanndten sind. Zuletzt konstruierenwir noch
einen Diracoperator auf einem Spinorbeindel eber der oberen Einheitshalb-
kugelshale, einer Mannigfaltigkeit, die nach Verklebungmit einemniedrigen
Kreiszylindermartel allen mathematisten Voraussetzungemgeregt. Die Ma-
thematik kennt versdiedenelndizes und Invarianten von Diracoperatoren.
Angelpunkt der Theorie ist der Calderon-Projektor, den wir de nieren und
fur die Halbebeneals Basismannigfaltigleit auszuretinen versudien.

Der zweite Teil der Arbeit besthaftigt sich mit Punktkontakten und ihren
Leitwerten fur den Diracoperator D mit sdwader Unordnung auf einem
Spinorbeindel uber einemTeilgebietder Ebene.Fur dasChalker-Coddington-
Netzwerkmodell ist ein Punktkontakt durch AufschneideneinesVerbindungs-
stacks und Verwendungder Enden als Zu- und Ab o e desSystemserklart.

Wir simulieren numeris¢y zwei Punktkontakte in einem verwandten klassi-
sthen Modell. Die Wahrsdeinlichkeitsdichten verhalten sich in der Naheder
Kontaktorte divergen. Wir de nieren den Begri Punktkontakt im Konti-

nuumslimesals eine Bedingung an das Verhaltnis der Koe zien ten von ein-
und auslaufenderKomponerte einesEigenspinors.Wir stellenfest, da die-
se Bedingung zum Beispiel bei Angabe bestimmter Randbedingungenfer
die Spinorenerfellt ist. Unser Ziel ist nun, die Aufteilung der Eigenspino-
ren in ein- und auslaufendeKomponerte formal durchzufehren. Um einen
Punkt auszuzeibnen, sdreiben wir die Diracgleichung in Polarkoordinaten
auf. Wir lesensie durch Entwicklung nach DrehimpulseigenspinorenDie ge-
sutite Aufteilung der Spinorenergibt sich bei diesemZugangautomatisd.

Auch hier zeigt die Wahrsdeinlichkeitsdichte divergeries Verhalten in der
Nehe desPunktkontaktorts. Zuletzt nden wir eine Meglichkeit, einenkurz-
gesblossenerPunktkontakt im gestlossenerSystemdurch lokale Variation

desPotentials zu simulieren.

In [6] nden Rochus Klesseund Martin R. Zirnbauer eine Formel, die fur
das Chalker-Coddington-Modell mit U(1)-Unordnung Punktkontaktleitwer-
te mit Dichtekorrelationenin Verbindung setzen.Sienutzen aus,da die Ei-
genzustindeeinesgesblossenerNetzwerksbei Resonanzlen Streuzus&nden
deso enen Netzwerks entspredien. Zur Einstellung auf Resonanzwird eine
Phasevariiert. Da das Spektrum desPropagatorsperiodisch sovohl erntlang
der Spektralachsealsaud unter Variation der Phaseist, kann gezeigtwerden,



da feur genaueinenWert desPhasenvinkelsResonanzintritt. Wesetlich ist
nun die Tatsade, da dasUnordnungsmittel auch eber diesePhasemittelt.
Es gibt alsoeineneinfachen Zusammenhangwisten der Mittelung uber re-
sonarie Kon gurationen und der ursprenglichen Unordnungsmittelung. Eine
AnwendungdiesesZusammenhangsuf eine Relation, die bei Resonanzden
Punktkontaktleit wert nadh Landauer und Buttik er mit Dichtekorrelationen
verbindet, liefert die Ergebnisformel.Wir versuten, denensprethendenZu-
sammenhangm Kontinuumslimesmit sdwacder Unordnung zu nden. An
die Stelle der Phasenabstimnuing von Klesseund Zirnbauer tritt eine Ab-
stimmung desUnordnungspotertials in der Nahe einesKontakts. Man ste t
dabei auf Probleme, da das Spektrum weder unter Variation desPotertials
noch entlang der Spektralachse periodisch ist. Wir versudien, das Problem
durch Mittelung wmber viele resonane Einstellungen zu lesen.Wir nehmen
im folgendenan, da das Unordnungsmittel ausreitend starke Potentialva-
riationen enthalt. Unter weiteren Annahmen, derenGelltigk eit wir im Detail
besprebien, erhalten wir eine ahnliche Bezielung zwisthen resonatem und
gewshnlichem Unordnungsmittel wie Klesseund Zirnbauer. DieseBeziehung
liefert eine analogeErgebnisformel.



Kapitel 1

Randb edingungen fur
Diracop eratoren

1.1 Physikalische Sicht

1.1.1 Der Vergleich zum Schredingerfall

In der Festkerperphysik wird die Dynamik meistensbesdirieben durch einen
Operator vom Sdiredingertyp. In Ortsdarstellung handelt essich um Di e-
rentialop eratoren zweiter Ordnung. Als Konsequenzdaraus weisenWellen-
funktionen f unter schwadhen Voraussetzungeran die den Scredingerope-
rator charakterisierendenPotentiale keine Sprungstellenauf. Ist das System
begrenzt, so ergibt sich aus der Sprungstellenfreiheiteine naterliche Rand-
bedingungfer die Wellenfunktion:

ijand =0
Diese Randbedingung stellt sicher, da keine Wahrsdeinlichkeit aus dem

Systemheraus ie t; dasist aquivalert dazu, da der Scredingeroperator
auf den die Randbedingungerfullenden Wellenfunktionen hermitesd ist.

Diracoperatorenwirken nun auf Spinoren und sind in Ortsdarstellung Dif-
ferertialoperatoren erster Ordnung. Deshalb derfen { stellt man die obige
Bedingung an die Potertiale hier an die Masse{ die Spinoren am Rand
springen.Dasist audh netig: Verlangenwir

jrand = 0;

soversdwindet als EigenspinordesDiracoperators uberall.
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1.1.2 Physikalische Randb edingung

Eine physikalisch geeigneteRandbedingung ergibt die Forderung, da die
Wahrsdeinlichkeitsstromdicite senkrett zum Rand versdwinden soll. Die-
se Randbedingunguntersdeidet sich qualitativ von der Randbedingungim
Sdredingerfall und audh von denin der mathematisdhen Theorie betrachte-
ten. Sieist, wie wir sehenwerden, nicht linear, sondernquadratisd in den
Spinorkomponerten. Wir werden spater aber mehrere Spezial#lle uberset-
zen.

De nieren wir zunadst den Begri Wahrsdeinlichkeitsstrom. Die Norm
Y einesSpinorsist idertisch zur Aufenthaltswahrsdeinlichkeitsfunktion
:M ! R auf demOrtsraum M. ist eineungeradeTopform zugeordnet,

die wir Wahrsdeinlichkeitsdichte nennenund ebenfallsmit  bezeitinen. Es

gilt die (zeitabhangige) Diracgleichung. Weiterhin fordern wir Wahrsdein-
lichkeitserhaltung, also die Gelltigk eit einer Kontinuit atsgleidung

_+dj=0

fur die Wahrsdeinlichkeitsdichte. j ist die gesubite Wahrsdeinlichkeitsstrom-
dichte, eineungerade2-Form. Wir werdenj fur M E, und einenspeziellen
Diracoperator spater explizit ausretinen.

1.1.3 Lokale Randb edingungen fur den Diracop erator
auf der rechten Halb ebene

Als erstesBeispiel betrachten wir die rechte Halbebene.Wir mecdten einen
festkerperphysikalisch relevanten Diracoperator verwenden und betrachten
deshalbdas Chalker-Coddington-Modell.

Das Chalk er-Co ddington-Mo dell.

DasChalker-Caoddington-Modell besdireibt Teilchenauf einemquadratisden,
bipartiten und chiralen Netzwerk. Die Teilchen sitzen zu diskreten, aquidi-
stanten Zeitpunkten auf den Verbindungsseicken (im folgendenabkeirzend
aucdh \Links" genann) des Netzwerks. Die Wahrsdeinlichkeitsamplituden
auf den Links werdenim Zustandswektor zusammengefa t.lhre Dynamik
kann durch einen Propagator U besdirieben werden,der  zu einem Zeit-
punkt T auf zum Zeitpunkt T + 1 abbildet:

(T+D)=U(T):

10



Dieser Propagator hat mehrerespezielleEigenstaften:

1. U kenrt die Bipartit at desGitters: Wahrsdeinlichkeitsdichte auf einem
horizortalen Link wird abgebildet auf Wahrseinlichkeitsdichte auf
vertikalen Links.

2. Die Wahrsdeinlichkeit verlat einenLink nur in eine Richtung (Chi-
ralit at).

3. Aus 1. und 2. folgt: Beim VerlassereinesLinks biegt ein Teilchen nach
rechts oder links ab. Der Bruchteil p der Wahrsdeinlichkeitsamplitude,
der nach rechts abbiegt, seinun raumlich zufallig aber zeitlich konstart
verteilt.

4. Beim Ubergangvon einemLink zum nacdsten erhalt die Wahrsdein-
lichkeitsamplitude eine zufallige, aber zeitlich konstarte Phase.

5. Wir wahlen willkerlich eine der vier Verbindungsorietierungen. Die
Wahrsdeinlichkeitsamplitude, die auf einen Link mit dieserOrientie-
rung transportiert wird, erhalt einezusatzliche Phasemit Phasenvinkel

Wir mediten den Propagator als meglichst kompakte Matrix sdireiben. Da-
zu teilen wir das Netzwerk in quadratische Plaketten auf, derenRander den
Uhrzeigersinnals Umlaufsinn tragen. Wir bezeitinen eine Plakette desNetz-
werkswie in Abbildung 1.1. Wir ordnendie Amplituden auf den Verbindun-
geneiner Plakette zu einem4-Tupel

0 1
1

B
)
4

und bezeitinen ~im folgendenals Spinor. Die Langeder Verbindungsseicke
seil. Wir kennenU jetzt als Summevon Tensorpraukten von4 4-Matrizen
mit Translationenum 1 und O erntlang der Gitterachsensdreiben.

Vom Chalk er-Co ddington-Mo dell zum Diracop erator

Der Propagator U hat dann die Blockform

- 0 M 2 _
U= o ) U=

MN O
0 NM
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Abbildung 1.1: Bezeitinungen fur eine Plakette des Chalker-Coddington-
Modells.

U? ist also blockdiagonal. Die Zeitentwicklung der Untergitter ist durch die
Quadrierung ertk oppelt worden. Nach Fouriertransformation und Ubergang
zum Kontinuumslimesergibt sich unter Verwendungder Naherung

U=e'® 1 iD
ein Operator
D= (i@ A)+ x(i@+ Ay) ym+ 1V

vom Diractyp fer M i sind die Paulimatrizen

o i _ 10

1
o'Y i o0 "* 0 1

N.
0 _
X = 1 -
A = Aydx + A,dy ist ein magnetistes Eichpotertial, V ein Skalarpotenti-
al und m eine ortsabhangige Masse.Die Masseensteht aus den zufalligen
Abweichungen der Abbiegeamplitudevon =, Eich- und Skalarpotertial aus

den Zufallsphasewinkeln. Ein ahnlicher Operator D° ergibt sich fur N M:

D= i@+ A))+ «( i@ A+ ym+ 1V

12



Chalker und Ho beredqinen nun noch eine Ahnlichkeitstransformation
S S B [
G—p—zi 1 G —19—z 1 1 ° (1.1)

die D in Standardform bringt. Hiermit gilt:
D:=GDG '= ,(px A)+ y(py A)+ m+ 1V (1.2)

Zu D° ndet man die Ahnlichkeitstransformation

1 1 i 11 1
0— . ~0 1 _ .
G‘pz i 1’G ‘pzil’

soda D%:= GDG° ! Standardform hat.

Eine Randb edingung.

DasNetzwerkmodell liefert fur einenRand ertlang der LinkadhseneineRand-
bedingung,die die Wahrsdeinlichkeitsstromdidite am Rand desGitters ver-
swinden lat. Wir betrachten die rechte Halbebene, die wir mit einem
Chalker-Coddington-Netzwerk fellen. Um ein Teilchen vollstandig von ihrem
linken Rand abprallen zu lassen,mu die mber Verbindung 1 zureck ie ende

Wahrsdeinlichkeit gleich der mber Verbindung 3 ein ie enden Wahrsdein-
lichkeit sein,was man durch

1= 3
sicherstellenkann. Die zusatzliche -Phaseaus Punkt 5. von Seite 11 wird
hier an Link 4 hinzugebigt, was das Vorzeiden erklart. Fur obere Rander
lautet die Bedingungzum Beispiel & = 4.

Erstere Randbedingunglat sich audh sdireiben als
-1 11 = _ o0
PTE2 11 5 T oo

In dieserForm ist sievergleihbar mit den Randbedingungenausder mathe-
matischen Arbeit [9] von Paul Kirk und Matthias Lesd. Sielat sich fur D
umformen:

1 1 i
— 1 =
P:=GPG "= 5 i1 (1.3)
Fur ein System,dessenDynamik von D bestimmt wird, vermuten wir also,
da die Bedingung 3jrand = | 1jrand ZU einemreellen Spektrum fehrt und

keinenFlu durch die y-Achsezulat. Die t1.2.3.49 Sindim Kontinuumslimes
Funktionen R2! C.
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Hermitezit at von D mit der Randb edingung P

Wir betrachten im folgendendas Vektorbeindel
: (E := redhte Halbebene C?)! (M := recte Halbebend:

Wir zeigen,da D mit der Randbedingung P ein hermitesder Operator
ist. \D mit der RandbedingungP" ist zu verstehenals Dj 21 2()jp jrua =00
und wird (D;P) abgelerrzt. Seien und zwei beliebige,quadratintegrable
2-Spinoren.Es gilt

hijD i
z V+m A, + iA Y
X I y 1
. dx N dy+
w, A A, Vom 5 y
+ (i@ @) st 3 i@+ @) 1 dx”dy
M Z
=D ji i (13t 3 1ixody:
@Y

Wie wig sehenjst D genaudann hermitest fur wie obende nierte Spinoren,
wenn .( ; 3+ 3 1)jx=0dy = 0 ist. Betrachten wir die Randbedingungen
aus Abschnitt 1.1.3: 3jX:0 = 1jX=0’ 3jX:0 = ]_jX:(), SOgllt

13t 3151 41 1 141=0

jx=0 der Wbersidtlichkeit halber weglassend(D; P) ist also hermitesd.

Wahrscheinlic hkeitsu  durc h die y-Ac hse

Wir sudien in diesemAbsanitt zunachst zum gegemiber (1.2) etwas ver-
einfaciten DiracoperatorD = i ,@ i y@ und Randbedingungsogrator
P aus (1.3) passendestationare Zustande. Wir zeigendann, da in diesen
Zustandendie Wahrsdeinlichkeitsstromdidite durch die y-Achseverstwin-
det.

Wir fouriertransformieren D mit Hilfe der uneigertlichen Orthogonalbasis
f ek*eWjk; q2 Rg von L2(R?) und erhalten die Matrix

0 k iq
k+iq 0
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. : . P_—0—— " :
Deren Eigenwerte sind wie erwartet E = k2 + ¢?. Zum positiven Eigen-
wert erhalten wir den Eigervektor

. _ k iq B e iarg(k+iq) .
+ (k1 q) Ca E - E+ 1 ’
Zum negativen
. . k iq : e iarg(k+iq)
k= "™ =E 1

Der allgemeinsteAnsatz fur einenEigenzustandvon D mit E 6 O ist
z

(X;y) = dqdkEi Lk (ke +  (kig)  ( k:ge k< g

Die ungewohnliche Anordnung dient der Vereinfadung der folgendenRed-
nung. Die Parameter  sind C-wertige Funktionen, die nun an die Randbe-
dingung (1.3) angepa t werden.Wir unterdreckenin der folgendenRednung
ihre Argumerte. Wir screiben = e '29k+id) Esmu gelten:

2Jx=0 = 1 1]x=0

’ +_|+ I

L @+i)= L@+

1eikx+(1+i) 1 eikx eiqy

erfullt alsoP = 0und D = E. .Wegender Linearitat aller vorkommen-
den Operatoren, der Sesquilineariat des Skalarprodukts und der Orthogo-
nalitat der f €** % g brauchen wir nur zu zeigen,da fur diesenSpinor der
Wabhrsdeinlichkeitsstrom j, durch die y-Achse versdwindet. j, wurde auf
Seite 10 de niert und wird auf Seite 37 beredinet. Es ist

= @+i0)

jx(O; )/ <2z;q X k;qjx=0 3

=< 4F_{+23F1+ i 2£1+ i 25

2R 2iR

=0
Damit ist gezeigt,da die aus dem diskreten Chalker-Coddington-Modell
gefolgerteRandbedingungaud im Dirac- und KontinuumslimesdasTeilchen

in der rechten Halbebenefestsetzt.
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1.1.4 Lokale Randb edingungen fur den Diracop erator
auf der Einheitskreissc heib e

Wir betrachten in diesemAbsanitt als Basismannigfaltigleit M unseresSpi-
norbeindels : E ! M nicht mehr die Halbebene wie in Abschnitt 1.1.3,
sonderndie Einheitskreissbeibe zertriert auf demUrsprung B1(0). Als Dira-
coperator wahlenwir der Einfachheit halberD = i ,@ i y@. Wir wollen
zunadst heraus nden, weldhe RandbedingungenSpinorenausL ?(E) erfullen
meissen,damit D auf ihnen hermitesa ist. Wir verwendenim folgendender
Kerze halber die Konvertion @ =: f; mit i einerKoordinatenfunktion. Wir
werden zu Polarkoordinaten eibergehen.Die Konventionen sind hier:

X=Trcos; y=rsin;

@=cos@ >-@ @=—@+sin@;
dx N dy=rdr~d:
Esist
Z
hjD i= (1713 13 13wt 3 )dx™dy
ZBl(O)
= [ —4( isin +cos) 3 r—y(icos +sin ) g+

B1(0)

+75(isin +cos ) 1 +r3(sin icos ) yJdrnd

Wir integrieren die Terme, die Ableitungen nach r erthalten, partiell und
erhalten:
Z 2 Z 1
TermezulD j i+ (sin iCOS ) 3 1jr=1 5 adr
0 0
Z 1
(sin +icos ) —; 3jr=1 —, 3dr  d:
0

Die restlichen Termeintegrierenwir partiell beziglich und erhalten:
Z

TermezulD j i+ [(icos +sin )7, 3+ (icos sin )73 {]dr*d:
B1(0)

Die Hermitezitat wird alsonur noch durch
Z 2
[sin (31 71 3) icos (T 3+ 73 1), d (1.4)
0
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geswert. (1.4) wird zum BeispielNull, wenn einer der Halbspinorenam Rand
gleich Null ist. Der Integrand lat sich au erdem in

el =5, e T, 3
umsdireiben. D ist also auch fur Spinorenmit einem Verhaltnis von erster
zu zweiter Komponerte von

(Jie'; ()2R (1.5)

hermitesd. Au erdem vershwindet (1.4) naterlich fur Spinoren,die auf St
konstart sind. DieseSpinorensind allerdingsnie Eigenspinorenvon D. Diese
Randbedingungist also zu stark, um physikalisch sinnvoll zu sein.

Sei M eine kompakte, sternf ermige Teilmenge des R? mit glattem
Rand. Seio Sternpunkt von M. Wir zeidhnen eine gerichtete Achsedurch
o ausund bestimmenalle anderengerichteten Achsendurch o mit Hilfe des
Winkels , densiemit der ausgezeitneten Achseeinsdilie en. Jedesm 2 M
liegt auf dem beziglich o positivem Teil genaueiner Achse, ist also eine
gute Koordinatenfunktion. Als zweite Koordinatenfunktion wahlen wir

d(o; ).
k()
k( ) ist der Abstand zwisden o und dem unter dem Winkel sichtbaren
Randpunkt. Eine analogeRednung ergibt: D ist fur Spinoren , genau
dann hermitesd, wenn
Z
ko()_31ei _13ei d +
24
+i k() 3¢ + ;' d =0
@
ist. Die Verallgemeinerungder Randbedingungen 3 = 1 1 auf der y-Achse
als Rand der rechten Halbebeneund 3= ie' ; auf dem Kreis als Rand

der Scheibe ist alsd

dan = (e’ Tk{) k()9 siam

mit einer beliebigenglatten und reellen Funktion . Eine weitere sinnvolle
Randbedingungist aud in diesemFall das Versdwinden einesHalbspinors
auf dem Rand.

LFur die nicht-kompakte Halbebeneist noch ein Grenzprozessdurchzufuhren.
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1.2 Mathematisc he Sicht

Wir geben zunadst eine Konstruktionsvorsdrift ferr einige Diracoperatoren
auf Spinorbeindeln. Wir bestiranken uns dann auf eine bestimme Klasse
von Mannigfaltigkeiten und eine bestimmte Klassevon Diracoperatoren auf
deren Spinorbeindeln. Wir de nieren Randbedingungenwie in der Mathe-
matik eblich. Fer die zuvor betrachteten Spezialfalle Kreis und Halbebene
eberprefen wir, ob die gefundenenRandbedingungenzur mathematisdien
De nition passen.

1.2.1 Konstruktion von Spinorb eindel und Diracop era-
tor

Fur die Physik interessan sind hauptsaclich Diracoperatorenauf speziellen
Vektorbeindeln, den Spinorbeindeln. Wir gebenim folgendenzu einer gegele-
nen orierntierbaren gerade-dimensionalerRiemannstien Spin-Mannigfaltig-
keit M eine Konstruktionsvorsdrift fer einen speziellenkanonisten Dira-
coperator, den Spin-Dirac-Operator, an. Wir orientieren unsan [4] und geben
zunadst eineZusammenfassunger Vorgehenswise.Zunadst de nieren wir
das Spinorbeindel als au ere Algebra einer Polarisierung des komplexi zier-
ten Kotangertialb eindels. Das Cli ordb eindel de nieren wir als das Beindel,
dessenFaser mber einem Punkt x 2 M die Cli ordalgebra (siehe Anhang
A.1l) desKotangertialraums an M in x ist. Es wirkt auf dem Spinorbeindel
durch Produktbildung. Wir beredinen den Levi-Civita-Zusammenhangauf
dem Spinorbeindel, der ein Cli ordzusammenhangist. Der Diracoperator ist
dann eine Kombination ausdiesemCli ordzusammenhangund der Wirkung
der Cli ordalgebra auf dem Spinorbeindel.

Wir wollen ein Spinorbeindel von M nden. Wir arbeiten in einer Koordi-

natenumgebungU M. Seifv?;:::;v"g ein Orthonormalrahmenvon T U.
Wir polarisierenT U  C durch Bildung von
P:=hr!:=vl iv3et:=Vv: ivhone =Vt toivhi

Die ekigen Klammern stehenhier fer die lineare Helle inres Argumerts. Wir
sehenda die per komplexerBilinearit at auf eineBilinearformT U C! C
erweiterte Metrik ( ; ) von T U Vektorenv 2 P die \L ange” Null zuweist:

(v;iv) =0

Au erdem ist
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eshandelt sich bei P alsoum eineorientierte Polarisierungvon T U C. Die
au ere Algebra P von P bezeitinen wir nun als Spinorbeindel S.

Als nachstesde nieren wir das Cli ordb eindel CM von M. Dazu bilden wir
zu jedem Punkt x 2 M die Cli ordalgebra C(T, M) desKotangertialraums
T,M nad Anhang A.1. Das Bundel mit Basismannigfaltigleit M, dessen
Faseram Punkt x durch C(T, M) gegelenist, heit Cli ordb endel. In einer
KoordinatenumgebungU wird CM gerahnt von

nLoyhgl [ fVE v'g:
Der nadhste Sdritt auf unseremWeg zum Diracoperator ist die De nition
einerWirkung c: CM | End(S) desCli ordb endelsauf dem Spinorbeindel.
DieseWirkung wird auch Cli ordm ultiplik ation genanr. In unseremFall ist
dieserBegri sehrintuitiv, wie sofortklar werdenwird. Wir besdaftigen uns
zunachst mit der Wirkung ¢ von

auf S. Fur
xz2  ox? _
V=Vyl+ vie + Vj 4 n=26
- -
[z} |—fz—1}
=vp = Vs

und s 2 S de nieren wir
c(V)s := VoS + P 2 "'s P3 (Vs)s:

(vs)s ist uber die Metrik de niert: In den ersten Eingabesdlitz der Di e-
rentialform s wird das Vektorfeld (vs; ) eingesetzt.Wir erweitern c auf den
Rest desCli ordb eindelsdurch die Vorsdirift ¢(v w) = ¢(v)c(w). Damit ist
die Cli ordm ultiplik ation vollstandig de niert.

Als letzten Sdritt auf dem Weg zum Diracoperator benetigen wir den Levi-
Civita-Zusammenhangauf dem Spinorbeindel. Die Begri e \Zusammenhang"
und \Levi-Civita-Zusammenhang" werdenin Anhang A.2 de niert. Wir n-
den die Zusammenhangsbe zien ten Wi'j‘ des Levi-Civita-Zusammenhangs
nadc (A.2) durch Koe zien tenvergleidy und berecinen mit (A.3) die gesub-
ten Operatorenr g,.

Nun ist X '
D= coV)r;
i
ein Diracoperator. In Abscnitt 1.2.6 werdenwir die vorgestellte Konstruk-
tion fur ein konkretesBeispiel durchfethren.
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1.2.2 Mathematisc he Randb edingungen: Die selbstad-
jungierte Fredholm-Grassmannsc he

Wir folgen hier Lest und Kirk [9]. Sei : E ! M ein komplexeshermi-
testhesVektorbeindel mber einer kompakten, glatten Mannigfaltigkeit M. M
besitzeeinenKragen der Form @1  [0;"[. In einer UmgebungdesRandes
verstwindet also eine Hauptkremmung.

Wir betrachten symmetrisde DiracoperatorenD : C! (E) ! C! (E) mit
Produktschreibweise
DjKragen = (@+ A):

:Ejaga ! Ejau ist hier ein Bundelendomorphisms und A : C* (Ejau ) !
C! (Ejgu) ein selbstadjungierterelliptischer Di eren tialoperator erster Ord-
nung unabhangig von x (Tangenialoperator). Wir fordern weiterhin

2 = 1; Y =
f ;Ag=0; (1.6)
(f ; g bezeitinet den Antikommutator).

Wir erweitern D aufdenRaumH 1(E) dereinmal schwad ableitbaren Sdnit-
te von E (D ist ja nur von erster Ordnung). Esiist jetzt alsoD : Hy(E) !
L2(E). Eine Randbedingungwird durch Angabe einer orthogonalenProjek-
tion P : L% (Ejau) ! L2(Ejau) festgelegt,siehezum Beispiel (1.3).

Wir benetigen im folgendendie positive Spektralprojektion
Pso:L?(Ejau)! L%*Ejau):

Diese bildet Eigenspinorenvon A mit positivem Eigenwert auf sich selbst,
solde mit negativem Eigenwert auf 0 ab. Durch diese Forderungenist sie
aud festgelegt.

In [9] de nieren Lest und Kirk die selbstadjungierteFredholm-Grassmann-
scthe Gr(A) als die Mengevon Abbildungen P : L?(Ejga) ! L2(Ejgu) mit
den Eigensbaften

1. P ist pseuddli erentiell von Ordnung O,

2. P=PY,P2=P,

3. PY=1 P,
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4. Psojgiap - BildP ! Bild Pso hat endlich-dimensionalenKern und
endlich-dimensionalenKokern (Bild P> ojsia p=gild P> ), Was bedeutet, da
(Pso; P) ein Fredholm-Paar ist.

Nad Lesd und Kirk ist (D;P) fur P 2 Gr(A) selbstadjungiertund fred-
holmsd. Das Spektrum ist diskret und jeder Eigenwert hat endliche Viel-
fachheit.

1.2.3 Beispiel 1: Die Halb ebene, masseloses Teilchen

Um unserBeispielin die mathematisde Theorie einbetten zu kennen, eiber-
prefen wir zunachst die Geltigkeit der Voraussetzungewon Abscnitt 1.2.2.
Zunadst stellen wir fest, da die rechte Halbebene, die wir mit M identi-

zieren, zwar glatt aber nicht kompakt ist. Als Folge dessenist auch @\

nicht gestilossen.UnsereMannigfaltigkeit besitzt aber einenKragen. Dieser
umfat sogardie ganzeHalbebene,da ihre Kr ummung senkretit zum Rand
eiberall versdwindet.

Wir betrachten nur deneinfacenDiracoperatorD = i ,@ 1 y@. Esqilt
D= + :
I-fz-}@ |i{2’_@)
= =A
Oenbarist 2= dund Y = . Die Gulltigkeit der Forderung (1.6)
rechnen wir nacd:
_ 0 i i@ O
AT i 0 0 i@
_ 0 @
= @ o
O '( 1@) = A:
I{@)) 0

Wir fouriertransformierenA, um Eigerwerte und Eigervektoren zu bestim-
men:

' z 4
i@ O 1 a(k) 1 k 0 ak)
. p— dk €V=p— dk e“y:
0 i@ "2 g bk 2 R 0 k bk
Die Eigenwerte sind alsoE = k. Wie man leicht sielt, sind Eigenspinoren
zum Beispiel
ve = & & undv, = 0 gky:
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P, o erhalt hierdurch beziglich der uneigerlichenBasis €,%Y;e,e<Yjk 2 R
von L?(y Achse C?) die einfache Form

00

01 1: a.7)

&y : M I C?ist hierbei als Orthonormalrahmenvon E = M C? anzu-
sehen.Dieserliegt auch allen anderenim folgendenals Tupel angegelenen
Spinorenund als Matrix angegelenenOperatorenzugrunde.

Wir wollen jetzt mberprefen, ob unserProjektor P ausGleichung (1.3) in der
Grassmannsiken liegt. Wir rechnendazudie Eigenstaften 1.-4.von Seite20
nad.

1

1. P= % i |1 ist o enbar von nullter Ordnung.

2. P = PY o ensichtlich, P2 = P o ensichtlich.

3.

-
<
I I

- R

NIl NP NI

[ —

4. Zu zeigenist: (Ps; P) bilden ein Fredholmpaar.Es ist
[

Bild P = 1

Also ist
[Ps ojgild P]fiex+eyg;feyg = 1:
Wir haben hier die zur Matrixbildung berutzten Orthonormalrahmen
von De nitions- und Zielbeindel als Index gestirieben. Der Kern dieses
Operatorsist f 0g, alsoendlich-dimensional.Der Kokern ist
0 01 0 01 0 01
Bild P> o= @1A = @1A = @]_A = f[O]g’

alsoaud endlich-dimensional.
Damit ist P 2 Gr(A).
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1.2.4 Beispiel 1la: Die Halb ebene, massives Teilchen
Wir betrachten hier den Diracoperator
D= i@ iy@+m

Wir lesen und A (sieheAbsdcnitt 1.2.2) ab:

_ 0 [

- i 0
_ i@ im
- im i@

. . . kK im : . .
Fouriertransformation von A liefert im K Eigenverte dieserMatrix
sind = P k? + mZ2, Eigervektoren

V. = im v = im
TTOok+ 4. 0 k+

Die positive Spektralprojektion hat jetzt alsokeineeinfache Form mehr. Wir
kennensie allerdings noch beziglich der uneigertlichen Basis

&y e;e gjk2R

von L2(y Achse C?) aufsdireiben. Dazu mussenwir nur ein 4  4-Glei-
chungssystemlesen.Das Ergebnisist:

1 + k im
2 . im k+

[Pso] =

Jetzt kennen wir die Zugelorigkeit von P aus (1.3) zu Gr(A) wberprefen,
indem wir wie in Abschnitt 1.2.3die Eigenstaften 1.-4. von Seite 20 nadc-
weisen.

1.-3. P und sind genauwie in Abscnitt 1.2.3. Die Argumentation ist
folglich die selke.

4. Fredholmpaar-Eigensc haft von (Pso;P). Die positive Spektralpro-
1

jektion mu jetzt auf Bild P, mit [P] = % eingeshrankt werden.

l )
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Esist, mit Psojgig p : Bild P ! L2(E),

[P>OJBi|d P]f(iex+ey) ekygfe, ekyey eikyg:

Folglich ist
Psojgiiap : Bild P! Bild Psg

bestimnt durch

[P oiiid Pl (et ey) ekvgi( imex+(k+ +)ey) ekvg= ‘-
wobei die verwendeten Orthonormalrahmen wieder als Index gestirieben
sind. Der Kern dieser Abbildung ist o enbar f0g. Noch zu beredinen ist
der Kokern von P gjgjig p : Bild P ! Bild Ps (. Esist
o . 1 0 1
, Im im
Bild P> o=pig P> oigid p = @k + +A = 12m+ @k + +A = f[O]g

wiederum endlichdimensional. Damit ist die Fredholmpaar-Eigensieaft von
(P> o; P) gezeigt.

1.2.5 Beispiel 2: Die Kreissc heib e, masseloses Teilchen

Die Einheitskreissbeibe ist eineglatte, kompakte Mannigfaltigkeit. Ihr Rand
ist der glatte, kompakte Einheitskreis. Die Einheitskreissbeibe besitzt keinen
Kragen. DiesesProblemwerdenwir ignorieren.Wir wollen jetzt untersuden,
ob und wie die in Absdnitt 1.1.4 gefundenenRandbedingungenin die ma-
thematische Theorie passen.

Pro duktsc hreib weise fur den Diracop erator

Wir betrachten den Diracoperator
: . i .
D= i(cos yx+sin )@ F( sin y+cos )@

aus dem Kontinuumslimesdes Chalker-Caddington-Modells. Dieser ist auf
die Form (@+ A) zu bringen. Wir lesen

= isin y icos ;
A=i ,@ (1.8)
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ab.Esgilt oenbar 2= 1lund Y= . Lesd und Kirk fordernau erdem
f ;Ag= 0.Dastrit hier nicht zu, denn

f ;Ag=[(sin ,+cos ) ,@+

+ ,(cos y+sin @ sin 4 +cos @)
= zcos  sin )6 O

Grassmannsc he fur ein masseloses Diracfermion

Zunadst ist die positive Spektralprojektion P., zum Tangenialoperator
(1.8) ausAbsdcnitt 1.2.5zu beretinen. Wir fouriertransformierenA mit Hilfe
der Orthonormalbasis

plzzexe”‘ ;plzzeye”‘ jk2Zz

ko
A= o &

Die positive Spektralprojektion liest man analogzu Abscnitt 1.2.3ab:

00

P-o= ¢ 1

In 1.1.4 haben wir als sinnvolle lokale Randbedingungenunter anderem
00 10

0 1 und 00 identi ziert (ein verstwindender Halbspinor). Diese
y
lassensich nicht in die Form % _]# -I;l bringen und liegen damit nad

Lemma 2.6 aus[9] nicht in Gr(A). Die Bedingung,da der Spinor am Rand
konstart seinmu, lat sich soals Matrix sdireiben:

@ O
0 @

DieseRandbedingungist nicht pseuddli erentiell von nullter Ordnung.

Im Gegensatzzu den beiden bisher besprahenen Randbedingungenliegt

(1.5) fur = 1in Gr(A). Bringen wir (1.5) zunachst auf Standardform:
1 1 ie
P=3 e 1



Wir wuberprefen explizit die Zugehorigkeit dieser Abbildung zur Fredholm-
Grassmannsken. P ist pseuddali erentiell von Ordnung 0. Es sind P2 = P
und PY = P, alsoist P eine orthogonaleProjektion. Es gilt

1 1 ie |
y= = .
P 2 ie' 1
=1 P

alsoist die dritte Bedingungvon Seite20 erfullt. Wir meissennoch Kern und
Kokern der positiven Spektralprojektion eingeshrankt auf das Bild von P,
Psojgiap : Bild P ! Bild Psg, betrachten. Das Bild von P ist die lineare

Helle von
1

i
P. o darauf eingesbrankt hat beziglich der Basis ile‘ von Bild P

und der Basis (1) von Bild Ps o die Matrix

1:

Der Kern dieserMatrix ist f Og, alsoist der Kern von P- gjgiq p Null- und da-
mit endlichdimensional.Der Kokern ist ebenfallsf Og, dennesist Bild P> g =
Bild P- ojgiig p. Also bilden (Pso; P) ein Fredholmpaar.P erfullt damit aud
die vierte Bedingungvon Seite 20 und ist so Elemert der Fredholm-Grass
mannsdien Gr(A).

1.2.6 Beispiel 3: Die Hemisph are

Die obereHalbkugelstale H ist eineglatte, kompakte Mannigfaltigkeit. Wir
kennen sie mit einem Kreiszylindermartel verkleben, und das Resultat ist
immer noch glatt und kompakt. Diese Mannigfaltigkeit hat dann audch den
von Lest und Kirk gefordertenKragen,soda { im Gegensatzu denvoran-
gegangenerBeispielen{ alle Voraussetzungerder mathematisden Theorie
an die Basismannigfaltigleit erfellt sind.

W elcher Diracop erator entspric ht den bisher besprochenen?

Beim Versud, dasquadratisthe, diskrete Chalker-Coddington-Modell auf die
Sphare zu mbertragen, ergeten sich durch die Kremmung im Netzwerk Ver-
satzstellen. Diese bestehenje nach Vorgehenswise zum Beispiel aus Links
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mit unklarer Chiralit at oder ausdreiedkigen Plaketten. Diesmadt den Kon-
tinuumslimestechnisch sdwierig. Ein ahnliches Problem ergibt sich feir ein
Chalker-Coddington-Modell, dem ein Dreiedsgitter zugrundeliegt: Hier ist
die Gleicheit der Langender Verbindungsseicke nicht gewahrleistet. Au er-
demvariiert die Zahl der Verbindungsseicke, die einengegelenenKnoten als
Anfangs- bezielungsweiseEndpunkt haben.

Aufgrund der vielfaltigen technischen Probleme versuden wir, den Dira-
coperator ausdem KontinuumslimesdesChalker-Coddington-Modells in der
Ebenedirekt auf die Sphare zu ubertragen. Da dieserohne Massen-,Skalar-
und Eichpotentialanteile dem Spin-Diracoperator

D= i ,@+i @

ahnelt (siehe(1.2)), konstruieren wir zunadst den Spin-Diracoperator der
Sphare.

S? hat konstarte aber nicht-verstcwindendeKr smmung. Wir meissenunseren
Diracoperator an die veranderte Metrik anpassenDazu parametrisierenwir
zunachst die Hemisphare, eingelettet in den dreidimensionaleneuklidisthen

Raum: 0 1
cos sin
H:10:=] [02[ R%(; )7! @sin sin A
2 cos
Das Tangerialbendel TH ist alsogegelen durch
*80 1 0 | 19,
< CO0S CO0S sin sin =
T )H=H(; )+ . @sin cos A;@cos sin A,
' sin 0 '

Die Metrik auf TH ist folglich

1 02 bezielungsweised d +sin® d d:

0 sin

Die enspredhende Metrik auf dem Kotangertialbendel ist dann @ @ +
sin? @ @. Wir sdreiben beide Metriken ( ; ).

Vorgehensw eise. Wir konstruierendenSpin-Diracoperator aufder Sphare
nad [4], Kapitel 3. Wir mediten die Formel

xe o
Dspin = o(V)r ¢ (1.9)
j=1
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verwenden.r S ist der Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Spinorbeindel, ¢
ist die Cli ordm ultiplik ation, v; ist ein Orthonormalrahmenvon TH. Wir
folgen dem Konstruktionsprogramm aus Abscnitt 1.2.1.

Cli ordm ultiplik ation

Das Cli ordb wndel der Sphare bezeitinenwir mit H : CH ! H. Fur ein
X 2 H ist

CH  1(x):= C(T,H) = (;v;w;v wi; );
wenn fv;wg eine Basis von T, H ist und h::i fur die lineare Hulle von
... steh. Der Punkt soll die Eigenstaft v w+ w v = 2(v;w) fur alle
v;w 2 T, H haben, vergleite Anhang A.1.

Wir wahlen die Orthonormalbasis

fd ;sin d g
von T H, die von au erhalb der Sphare betrachtet im Gegemihrzeigersinn
oriertiert ist. Wir de nieren e' := #&(d  isin d ), € := el. Siebilden eine
oriertierte Basisvon T H  C. Durch Einsetzenveri zieren wir: (e';e') = 0.

Dabei haben wir die reelle Bilinearitat der Metrik durch komplexe Bilinea-
ritat ersetzt. Damit ist P := heli eine Polarisierungvon T H.

Wir verwenden,Berline, Getzlerund Vergnefolgend,S := ( P) = (hL;eti;?)
als Spinorbeindel. Das Cli ordb eindel wirkt auf dem Spinorbeindel in der fol-
gendenWeise:

c(e') : p?@)
o(€?) : pé@y

Mit "( ) ist dasau ere Produkt mit der 1-Form gemeirt: \"( )= ~ ",
mit ( ) dasinnereProdukt: \ ( )= ( ; )"

Wir sehennun:

c(e')l = P2 e';
c(eh)e! = O;
c(e?)1 = 0;
o(e?)et = P31

Interpretiert man 1 als \Spin im Uhrzeigersinn"und e als \Spin gegenden
Uhrzeigersinn", so sind die ¢(€') bis auf konstarte Vorfaktoren die aus der
Physik bekannten Spin-Flip-Operatoren.
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Durch Linearkombination von c(e!) und c(e?) ergeken sich als Bilder des
Kotangertialb ndelrahmensdie Paulimatrizen:

[c(d )rerg= 1 yund[c(sin d )rerg =1 x: (2.10)
Die Cli ordm ultiplik ation ¢ und das Spinorbeindel S sind jetzt vollstandig

bestimmt und mit Bedeutungversehen.

Levi-Civita-Zusammenhang auf S

Der Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Tangerialb eindel der Sphare ist
r(@=cot @ d; r(sin! @= cos@ d;

wie man aus der De nition in Anhang A.2 erredinen kann. Die Zusammen-
hangsloe zien ten ! ,'J‘ (sieheebenfalls Anhang A.2) sind

i _ 00 q 1 _ 0 cos
T o0 Y9t T cos 0

Nach (A.3) bestimmt

rg=@rg=@ %cos cle)c(e) c(e)c(e)

den Levi-Civita-Zusammenhangauf dem Spinorbeindel.

Der Spin-Diracop erator

Der Spindiracoperator

Depin = ©(d )r g + c(sin d )r 5,1 o
. cot i
) [Dltgerg= 1y @+ — + x—@

2 *sin

ergibt sich durch Einsetzender Cli ordm ultiplik ation und des Levi-Civita-

Zusammenhangauf dem Spinorbeindel in (1.9). Dieser Operator respektiert

die Symmetrie der Sphare. Betrachten wir D, auf dem Aquator und setzen
ihn dort auf eine Tangerialebenemit kartesistien Koordinaten

@JAquator = @JAquator; @JAquator = @JAquator
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fort, soerhalten wir

D spin;tangential = i +1 x@:
p g y

D spin:tangential €tspricht alsodem Diracoperator (1.2) fur das Chalker-Cod-
dington-Modell ohne Massen-,Skalar- und Eichpotertialterme. Er ist bezig-
lich deseuklidischen Raunwinkelma

sin d ~d

hermitest auf der Sphare. Fur die Halbsphare H liefert die explizite Reth-
nung die Hermitezitatsbedingung
Z

@
Auf Spinoren , die auf @A
1= 3
erfellen, ist D also hermitesd. Diese Randbedingung &hnelt denen,die wir
fur den Kontinuumslimesdes Chalker-Caddington-Modells auf Kreissdeibe
und Halbebene gefundenhaben. Insgesarh betrachten wir daher D, als
Diracoperator fer das Chalker-Coddington-Modell auf der Sphare.

1.2.7 Der Calder on-Pro jektor Py

Der nachste Sdritt in der mathematistien Theorie aus [9] bestett in der
De nition des Calderon-Projektors Py, . Dazu de nieren wir zunachst den
Caudydatenraum Ly, . Es handelt sich um die Einschrankung auf den Rand
von M derjenigenSpinoren,die im Kern desbetrachteten Diracoperators D
liegen:

Ly = r(ker(D :Hi5(E)! H ) L%Ejan): (1.11)

Pu ist nun de niert als die orthogonale Projektion auf den Caudydaten-
raum.

1.2.8 Der Calder on-Pro jektor fer ein masseloses Di-
racfermion auf der Halb ebene

Wir betrachten den Diracoperator

0 i@ @

D= 1@ 1,80= 9+@ o
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Der Cauchydatenraum

Wir messenden Kern von D : Hi,(E) ' H (E) beredhnen. Betrachte
dazu 2 L?(E) beliebig. hat die Fourierdarstellung

. Z A .
1(X’ y) — i ]_(k, q) eikX+ iqydkdq:

2%y) 2 g "uk;Q)

Jetzt ist 2 kerD aquivalert zu

D =0
g=ik fur 4.
’ g= ik fur 5°
Somit spanrt
e|<x+iky 0
0 R k2R (1.12)

den Kern von D auf.

Einschrenkung auf H.,(E). De nieren wir zunadist den *={ten Solo-
levraum zu einemBeindel E. Ist | eine positive ganzeZahl, dann ist der I{te
Sololevraum

HI(E):=f 2L%E)j@ 2 L*E) fur jedenMultindex mitj j Ig:

Dasist aquivalert zu
x £ Y
j@ jdx = j@ jldx< 1:
pir M My

Erfullt die Fouriertranformierte " die Bedingung
Z

d?kj 2@+ jkj?) < 1 ; (1.13)
FM
soist die obigeBedingungfer erfellt und umgelehrt. Die Bedingungan die
Fouriertransformierte la t sich auf rationale | ausdehnenDamit ist H.,(E)
de niert.

Der =-te Sololevraum zu unseremBeundel E := recite Halbebene C? ist
also Teilraum von L2(E). Quadratintegrabilitat von 2 H.(E) sdrankt
unser Erzeugendensysten(l.12) ein auf

e|<x+iky . 0

O y é<x iky kZR
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Einschrankung auf Ejgq ergibt den Caudydatenraum. Dieserist festgelegt
durch die uneigertliche Basis

v 0

0 | eky K2R

sovie (1.13) mit | = =2 und M =y Achse

Zum Calder on-Pro jektor

Um unsdemCalderon-Projektor Py, zu nahern,berecinenwir zunadst seine
jay
Wirkung auf = e'o . Sei

Z .
Py = dk (Pwu(@ke
M R. (Pwm )21(qp k)exY

Dasist sinnvoll, da Py aufr(kerD : Hi,(E) ! H (E)) projizieren soll.

Da Py, eine orthogonale Projektion seinsoll, mu Py ? Py , also
Py ;Pw 1 =h ;Py i sein.Ausgesbrieben bedeutetdas:
Z Z
h ; PM i = dy dk(PM )11(q, k)e H(k+a)y
RZ R+

2 dk(Pwm)1(a: k) (k+ Q)

R+

2 (Pw)u(a o

z z z
Py ;Pu i= dy dk  dkT(Pw)ua(gK)(Pm)ua(a k)+

R R+ R+

+ (Bu)za(@ K)(Pu )2a(cr kOl <
=2 dk((Pm)1a(q K)iZ + j(Pwm)2a(q K)jD):

R+

Leiderist dasdie explizitesteForm, in die ich den Calderon-Projektor bringen
kann. Die Rednung mit massivem Diracoperator ist umstandlicher und die
zu lesendelntegralgleidung und zu erfellende Forderung sind strukturell
gleich, aber komplizierter aufzustireiben.
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Kapitel 2

Punktk ontakte, Leit werte und
Dic htek orrelationen

2.1 Punktk ontakte fer Diracteilc hen in zwei
Dimensionen

2.1.1 Punktk ontakt im Chalk er-Co ddington-Mo dell

Am diskreten Chalker-Coddington-Modell aus [5], vorgestellt in Absdnitt
1.1.3,lat sich ein Punktkontakt anbringen. Die genaueVorgehenswisewird
in [8] erklart:

Ein Link wird in zwei Steicke geteilt. Durch die Orientierung desLinks ist ei-
nesals einlaufend,dasandereals auslaufendfestgelegt.Wir kennennun zum
Beispieleinenbestimnten Wahrsteinlichkeitsstromin dasSystemeinfehren.
Wir kennen die beiden Stecke aber auch aus dem System herausideallei-
tend verlangernund in einigemAbstand kurzsdlie en. Zu denverstiedenen
Punktkontakten sieheAbbildung 2.1.

Wir wollen nun ein Anologon zu diesenPunktkontakten im diskreten Modell
im von Chalker und Ho in [5] gefundenenKontinuumsmalell suden. Zu
diesemZwed studieren wir zunadst eine klassistie Version des Chalker-
Coddington-Netzwerks.
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Abbildung 2.1: Versdiedene Punktkontakte im Chalker-Coddington-Mo-
dell. Links werden Teilchen fester Energie in das Netzwerk
gestiossen,wahrend alle am Ausgang ankommenden Teil-
chen von einem Resenoir absorbiert werden. In der Mitte
werden aus einem Resenoir Teilchen zufalliger Energie in
das System gestreut. Rethts wird der Punktk ontakt kurz-
gestlossen,durch ie ende Wahrsdeinlichkeitsdichte erhalt
dadurch eine zusatzliche Phase.

2.1.2 Punktk ontakt im klassischen Chalk er-Co dding-
ton-Modell

Wir mediten den klassistien Fall numerist studieren. Zu diesem Zwedk
werdenwir zuerstein klassistesAnalogonzum Chalker-Coddington-Modell
identi zieren. Danad werdenwir einenSpezialfall numerisd simulieren. Ab-
sdhlie end werdenkurz desserEigenshaften bestirieben.

Wir betradhten ein quadratisthes Netzwerk aus Links, auf dem sich klassi-
sde Teilchen wedselwirkungsfreibewegen.Die Verwandtsdaft zum Chal-
ker-Coddington-Modell ergibt sich ausder Abbiegewrsdrift an Knoten. Wie
bei Chalker und Coddington biegenunsereTeilchenmit einergewissenNahr-
sdheinlichkeit, w, nad links ab. Die Wahrsdteinlichkeitsdichte ; auf einer
Verbindung 1 zu einem gegelenen Zeitpunkt t (die Zeit ist diskret, da wir
numerisd arbeiten wollen) ergibt sich alsoausden Wahrsdeinlichkeitsdich-
ten auf denZubringerlinks , und 3 zum Zeitpunkt t 1. Die Zubringerlinks
sind alle Links, die am Anfangsknotenvon 1 enden.Quartitativ:

) =w ot 1+(@Q w) st 1)
wenn die von , kommendenTeilchen nach links auf ; abbiegen.

Wir betrachten nun ein Netzwerk von 500 500Links, dasmit re ektierenden
Randern ausgestattet wird. Das Netzwerk wird folgenderma en mit einer
Anfangsditte versehen:Auf dem Link an einem Punkt K, der sich nahe
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der Mitte des Netzwerks be ndet, wird die Dichte auf Null gesetzt. Den
Spiegelpunkt zu K, beziglich der Mitte des Systemsbezeitinen wir mit
K 1. Hier setzenwir die Dichte auf einen konstarten Wert a. Abseits von
K1 und K, setzenwir die Dichte auf . Nun fehren wir die bestiriebene
Zeitentwicklung durch und setzendanad die Dichten bei K; und K, auf
ihren Anfangswert zureick.

Zur Ermittlung der Dichteverteilung nadh N Zeitertwicklungssaritten wird
ein Computerprogrammgesatirieben. Eine Zeichnung desGraphender Dich-
teverteilung fur einen bestimnten Parametersatz ndet sich in Abbildung
2.2.

QO
&

Wahrsdeinlichkeitsdichte

o

oy
{

K¢ K> Ort

Abbildung 2.2: Wahrsdeinlichkeitsdichte im klassistien Fall (Seitenan-
sicht). Der Abstand zwischen den Punktk ontakten betragt
ungefahr 80 Knoten. Die Abbiegewahrsdeinlichkeit ist w =
=. Es wurden N = 50000 Zeitentwicklungssdritte durch-
gefuhrt.

Wir mutma en nun, da ein Punktkontakt im quarntenmedanisten Konti-
nuumslimesmit einer Singularitat von Spinor und Wahrsdeinlichkeitsdichte
am Kontakt einhergehenwird. Wir nehmen weiterhin an, da die Wahr-
sdheinlichkeitsdichte wie 1=r abfallenwird, wennr der Abstand vom Kontakt
ist.

2.1.3 Lesung der Diracgleic hung auf einem punktier-
ten Teilgebiet der Ebene

In diesemAbsdnitt lesenwir die Diracgleidhung auf einem Teilgebiet der
punktierten Ebene. Zunadst formulieren wir das Problem in Polarkoordi-
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naten. Aus der Forderung nach Wahrsdeinlichkeitserhaltung berecnen wir
die Wahrsdeinlichkeitsstromdidhte. Dieseerlaubt uns, den Drehimpulsope-
rator beziglich des Polarkoordinatenursprungs sovie dessenEigenraum zu
bestimmen. Damit kennenwir die Diracgleichung auf Besselsee Di eren ti-
algleidhungen zureckfehren. Der Absdcnitt endetmit einer Bespretiung der
Eigensbaften der gefundenenLesungen.

Polark oordinaten fer den Kon tin uumslimes

Um die im Abschnitt 2.1.2 vermutete Singularitat der Wahrsdeinlichkeits-
dichte zu ermeglichen, fuhren wir Polarkoordinaten (r; ) mit r = Abstand
zum Kontakt und = Winkel zwisden Ortsvektor desbetrachteten Punkts
und der x-Achse ein. Der Zusammenhangzwisten (x;y) und (r; ) wird
vermittelt durch

X = r cos( ); (2.1)
y=rsin( ):
Eine kurze Rednung zeigt:
@=xQ y@; (2.2)
@= pix@i: y@é;
X2+y
@= coy )@ S'nr( )@;
@= sin e+ e

r

Wir kennenaud noch komplexeKoordinaten auf der Ebeneeinfehren: z =
X + iy;z. Die Ubersetzungvon x; y nadc z;z und zureck ist klar. Beziglich
der Ubersetzungz; z nadh r; sind folgendeGleichungen neitzlich:

@= %@+ 5@ (2.3)
— é el .
= 5@ 5@
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Wir betrachten nun den Standard-Diracoperator aus(1.2). In Matrixschreib-
weiseund komplexenKoordinaten lautet er

_ 5~ 0 @ .

D= 2 @ 0
und in Polarkoordinaten |
0o e @ @

iel @+ %@ 0

W ahrscheinlic hkeitsstromdic hte und radialer W ahrscheinlic hk eits-
strom

In diesemUnterabsdnitt berecinenwir die Wahrsdeinlichkeitsstromdidte,
die uns erlauben wird, den Drehimpuloperator unseresSystemszu bestim-
men. Wir beretinen eine Formel fur den Wahrsdeinlichkeitsstrom in ein
kreisformiges Gebiet, die wir fur die analytische Lesungder Diracgleichung
aber nicht bernetigen.

Zunadst beretnen wir den Wahrsdeinlichkeitsstrom fer einen stationaren
Zustand aus den folgendenForderungen:

1. Gultigkeit der Kontinuitatsgleitung:

g Y [dx ™ dy;+] +dj = 0; (2.4)

d ist die totale Ableitung im Raum, [dx ~ dy; +] die oriertierte Eukli-
dische Flachenformt.

2. Gultigkeit der zeitabhangigenDiracgleicung: D = id; .

Eine kurze Rednung ergibt:

g( Y [dx~ dy;+]) = 2= Y(D ) [dx " dy;+]

d=[(i7y a3+ i 3 )dy;+] (71 3 73 1) [dx+]]
= d< Yy [dy;+] Yy [dx; 4]

1 Hierbei stellt [Form;+] das Verseheneiner Di eren tialform mit der durch den Ge-
geruhrzeigersinngegelenen Orientierung dar. Durch die Einbettung in den R3 haben wir
festgelegt, aus welcher Richtung wir das System betrachten. Deswegenist dieseWahl der
Orientierung eindeutig.
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Daraus und aus (2.4) folgt die Wahrsdeinlichkeitsstromdidte.

Wir wollen spater in o einenPunktkontakt anbringen. Wir werdenuns dann
fur den Gesamiwahrsdeinlichkeitsirom | zum Ursprung hin interessieren.
Wir leiten jetzt eine Formel fur | her. Wir legenzu diesemZwedk den Kreis

cost)

. . | 2. |
C:[0:2 ]! R4t7Lo+R G

um den Ursprung. Diesenkombinieren wir mit der Orientierung \Gegenuhr-
zeigersinn"und erhalten eine au en oriertierte 1-Kette, deren Orientierung

ins Innere desKreisesweist. Der Gesamiu  ergibt sich zu
Z

(ydx  jxdy)
C 7 )

R (y(R;t) sin(t) + jx(R;t) cosg)) dt:
0

Mit den Vereinfadungen

jx = 2<(71 a) (2.5)
jy= 2=(71 3)
erhalt man
Z 2
1= R =0 o SN + <y i codD) dt (26)
Drehimpuls

Die Kenntnis der Wahrsdeinlichkeitsstromdichte erlaubt es uns, den Dre-
himpulsoperator L zu bestimmen. Wir fordern dazu, da sich Aufenthalts-
wahrsdeinlichkeit und Wahrsdeinlichkeitsstromdichte unter Drehung in der
naterrlichen Weiseverhalten. Aus diesenForderungenergibt sich eine Gruppe
von TransformationendesSpinorraums,derenGeneratorder Drehimpulsope-
rator ist. Wir zeigen,da L eine Erhaltungsgre e unseresSystemsist. Ab-
sdhlie end beretinen wir Erzeugendensystemder Eigenraumevon L savie
sein Spektrum.

Aus dem Chalker-Coddington-Modell folgen nach Abschnitt 2.1.3 Wahr-
sdheinlichkeitsdicdhte = Y und Wahrsdeinlichkeitsstromdidte

J = Jyldx;+]  jx[dy;+]:
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Fur unsereZwede ist es nutzlich, j ein Vektorfeld 7 zuzuordnen. Drehen
wir nun unserKoordinatensystemum den Winkel , bei positivem also
mit dem Uhrzeigersinn. Gestrichene Gre en beziehensich auf das rotierte
Koordinatensystem.Es mu dann

TS 9= A+ )=ex @ ;)

sein, folglich

w )=expl @ ()

Nun ist noch T~ zu betrachten. Wir verwendendie AbkerzungenS = sin( ),
C = cos( ) und rechnen:

P=rOr®2 Sy ST Y 2.7)

= < (expl " =] 1) ( sexp[ =])
i(expl =] 1) ( sexpl' =)

Das der Wahrsdeinlichkeitsstromdichte zugeordneteVektorfeld rotiert also

um denWinkel , wennder Spinor mit exp i - transformiert wird.

Mit der ForderungD(R( )) = exp i L] (mit D der eben ausgerebneten
Darstellung der SO(2) auf dem Spinorraum) ist also

L= i@+ 5 (2.8)

L ist nun eine Erhaltungsgre e unseresSystems,da LD = DL ist. Dieser
Zusammenhangist sovohl aufgrund der Analogie zum Paulisdhen Spin als
audh aus Symmetriegeinden klar, aber aud leicht nachzurednen:

(x@ y@)1 %z; I x@ i ,@]

X@ y@ @ (x@ y@; Q@] ié[ 2 x@ ié[ 2 yl@
(@+ y( @+ y@ <@

[L;D]

=0

Zum Absdhlu unserer Analyse des Drehimpulsoperators interessierenwir
uns noch fur Eigenspinorenund Spektrum von L. Wir gehenanalytisch vor
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und formulieren die Eigenwertgleichung fer L:

i@+1=2 0 1 1
0 @ = 3 3

Der Existenz-und Eindeutigkeitssatzfer gewshnliche Di erentialgleichungen
lat unsfolgern,da samtliche Lesungendie Form

f(rgm =)

g(r)gm+=) (2.9)

annehmenDie Spinorensollenstetig sein.Deshalbmu m halbzahliggewahlt
werden. Die Spinoren (2.9) werden im folgendenals Basis zur Lesung der
Diracgleichung berutzt.

Analytisc he Lesung der Diracgleic hung auf der punktierten Ebene

Wir haben nun das Werkzeugparat, die Diracgleichung analytisch zu lesen.
Zunadhst werdenwir den Umstand ausrutzen, da wir jede Lesungder Di-
racgleithiung nach Drehimpulseigenspinorerentwickeln kennen. Wir werden
auf Besseldege Di erentialgleichungensto en, derenLesungenuns ein Erzeu-
gendensystendes Lesungsraumder Diracgleichung liefern. Zum Absdlu
analysierenwir einige Eigenshaften diesesErzeugendensystems.

Da unseremSystemnacd Herausnahmedeswillk erlich gewahlten Ursprungs
die Translationssymmetriefehlt, ist der Impuls keine Erhaltungsgre e mehr.
Nad Absdnitt 2.1.3ist uns allerdings der Drehimpuls als Erhaltungsgre e
bekannt. Wir erntwickeln daher die Eigenfunktionen von D zum Eigenwert
E nad Eigenfunktionen (2.9) von L, setzenin die Diracgleichung ein und
vergleidien Koe zien ten. Das so erhaltene Systemvon zwei Di erentialglei-
chungenpro Drehimpulseigemvert la t sich ertkoppeln. Wir erhaltenfolgende
Di erentialgleichungen (f , g siehe(2.9)):

1
o

r2f % rf %+ (Er)2 (m =)° f
r’g% rg®+ (Er)? (m+1=)° g

I
e

Sielassenrsich nadh Reslalierungr:= Er durch Vergleidh mit Gleichung9.1.1
von [1] als Besselse Di erentialgleichungeniderti zieren. Der Lesungsraum
wird durch die Hankelfunktionen H® und H® (\Besselfunktionen dritter
Art") aufgespanh Durch Einsetzenin die Diracgleichung erkennenwir, da
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der Eigenraum zum Energieeigewert E von D aufgespanh wird durch:
|

p_ H® _(Er)em =

iH® _(Er)ém+=) | ’ )
P— HO _(Enem= |
m =(Er) m ist halbzahlig : (2.10)

HE L (Er)em=
Absdlie end mediten wir unserVerstandnisdesgefundenerErzeugendensy-
stemsdurch Studium einigerEigenstaften der Hankelfunktionen verbessern.
DieseEigenstaften sind nachzulesenin [1], Kapitel 9.

Zunadhst bemerlen wir die Verwandtsdaft zwistchen Hankelfunktionen H,,,
NeumannfunktionenY,, und Besselfunktionenl,:

HO = 3, +iYy; H® = 3, iv, 2V HY:
Die ersteHankelfunktion ist alsofer reellesArgument und ganzzahligerindex
das komplex Konjugierte der zweiten Hankelfunktion.

Als nadhstes erkennenwir eine Bezielung zwisdien den Hankelfunktionen
und ein- bezielungsweiseauslaufenderKreiswellen:

HO(r) ™ P 2=( nel zn 7). (2.11)

Fur gro e Abstande vom Ursprung ertspricht die erste Hankelfunktion al-
so einer auslaufendenKreiswelle, deren Wellenzahldurch ihr Argument be-
stimmt werdenkann. Aufgrund der zuvor diskutierten Eigenstaft entspricht
die zweite Hankelfunktion fur gro e Abstandevom Ursprung einer einlaufen-
den Kreiswelle.

Zuletzt betrachten wir das asymptotisdhe Verhalten der Hankelfunktionen
fur kleiner:
rl 0 1 1 "

(n)y =r ;n60 (2.12)

HO@ ™" HP ) 5

. . 2
HPMO™® HPO ™ °Zinr:

Die Hankelfunktionen { und somit auch die SpinorenausunseremErzeugen-
densystem{ divergierenfur r ! 0. Wahlen wir den Drehimpulseigemvert

m = =, sodominiert in der quantenmedanisthien Wahrsdeinlichkeitsdich-

te fur r I Oderr -Term, wasder klassist in Abschnitt 2.1.2 gefundenen
Situation ertspricht. Wir folgern,da derdivergerte Neumannarneil der Han-

kelfunktion fur die Besdireibung von Punktkontakten wesetlich seinwird.
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2.1.4 Aufteilung in ein- und auslaufende Wahrschein-
lichkeit und Randb edingungen an der Punktie-
rung

Am Ende diesesAbsdnitts de nieren wir, was wir unter einem Punktkon-
takt im Kontinuumsmalell verstehen.Die De nition benetigt eine Auftei-
lung einer gegelenenLesungder Diracgleichung in zwei Anteile: einen, der
Wahrsdeinlichkeitsdichte zum Ursprung hin und einen, der Wahrsdeinlich-
keitsdichte vom Ursprung wegtr agt. Diesgesbieht in Analogie zu eindimen-
sionalenSystemen.

In einer Dimensiontragen die ebenenWellen €k* bezielungswveisee ** den
nad redts bezielungsweiselinks laufendenWahrsdeinlichkeitsstrom zu ei-
ner von k abhangigenEnergie. In (2.11) hatten wir bereits eine Bezielung
zwisthen Kreiswellen und den Hankelspinorenaus (2.10) hergestellt. Diese
Analogie gibt uns die benstigte Aufteilung vor.

Wir sdreiben im folgendenS° fur den H-Anteil eines Spinors aus der
linearen Helle von (2.10) und S' fur den H®-Anteil. i beziehungsweise o
stehenfur \in" bezielungswveise\out" 2. Die C-Koe zien ten fur die einzelnen
Drehimpulsewerdenmit " bezeitnet.

Wir interessierenuns fur den Wahrsdeinlichkeitsstrom zum Ursprung hin,
der von S' getragenwird. Nach (2.6) ist fur dessenBeredinung die Gre e
(S, (Si)3 wesetlic h, wobei die Indizeshier die Spinorkomponerten bezeit-
nen3 Fur ihre Beredinung ist die Identit at

2 .
W;
siehe[1], Gleichung 9.1.16,1d. steht fur die identische Abbildung, wesetlich.
Es ergibt sich

. X o
(S).(S)s(r; )= IE€ | nif[(ImImea+

+ Y Ym+1 )(Er) + i(YmIm+1r Ym+1JIm)(Er)] + Mischterme

und durch Einsetzenin (2.6)

Ymdm+r  Ymerdm =

1'=8 j j% (2.13)

2Wir betrachten hier den Bereich des Punktk ontakts und die Umwelt (in der wir uns
als Betrachter be nden) als\innen", und das streuende Systemals \au en".

3In Analogie zum Chalker-Coddington-Modell betrachten wir unseren Zweier-Spinor
als erste und dritte Komponerte einesVierer-Spinors.
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Die Mischterme versdwinden bei der Integration. Hierausund ausder asym-
ptotischen Entwicklung (2.11) sdhlie en wir, da S' denam Punkt o ausdem
Systemaus ie enden Strom tragt. Die gleiche Redinung lat sich auch fur
S° durchfuhren.

Wir de nieren jetzt fur unserSystemdenBegri Punktkontakt. In Abbildung
2.3 wird eineUbersidit der Situation gegelen. Sei” > 0 und kleiner als jede
andererelevante Lange und M := E, nB-(0). D (siehe(1.2)) lebe auf den
stetigen, C?-wertigen Funktionen auf M, ebensoL (siehe(2.8)).

Feugt man D noch Unordnungselemete (Skalar- oder Eichpotentiale, Masse)
hinzu, somessendiesesolangwellig sein,da mandasSystembis zu einervon
Drehimpuls und Energie abhangigenDistanz | vom Ursprung als geordnet
betrachten kann. | ist gegelen als die Lange, ab der die Naherung (2.11)
(Kreiswellen) fur (2.10) gut wird.

Wir betrachten eine gleichzeitige Eigenfunktion  zu D (Eigerwert E) und
L (Eigenwert m). DieseEigenfunktion lat sich im Bereich zwisden" und |
bis auf eine komplexeKonstante sdireiben als

S'+ S° (2.14)
wobei einekomplexeZahl ist.

Wir sagen,am Ursprung o desSystemsist ein m-Punktkontakt angebradt,
wenn 6 1 ist. Fur einen stromlosen m-Punktkontakt ist = € mit
22 Z.

Wir bemerlen, da wir durch die Randbedingungen
m 1=

im 2 o !
o Er "E (m =)

ir; )=1 (2.15)

faur m 6 = sowie

[
Im——— 4(r; )=1
it 02In(Er) i(f )
fur m = = den Koe zienten bereits bestimmen kennen (zumindest fur
" 1 0). Bei Kenntnis von (2.15) lat sich mit Hilfe von (2.13) der Wahr-
sdheinlichkeitsstrom durch o aus dem Systemheraussofort angeken.

4Andere relevante Langensind die WeIIenIangedesTeiIchensé, die Gre e desSystems
L, die Wellenlange der Unordnung . Ferr ein System mit zwei Kontakten kommt noch
deren Abstand d hinzu.
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wie rechts

Abbildung 2.3: Die zur De nition einesPunktk ontakts netigen Langen. E
gibt fur r | die Wellenlange der BesselfunktionenJ;(Er)
und Neumannfunktionen Y1(Er) (beide computergeneriert)
an. " besdireibt die Punktierung des betrachteten Teilge-
biets der Ebene. Die Korrelationslange der Unordnung ist
gre er als|.
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2.1.5 Simulation eines kurzgesc hlossenen Punktk ontakts
durc h ein Sterp otential

Wir sdilie en nun das Systemaus Absdnitt 2.1.4 durch Einbezielung des
bisher ausgenommeneri-Balls. Dabei mediten wir durch lokale Anderung
des Diracoperators einen (stromlosen) Punktkontakt simulieren, also eine
Aufteilung (2.14) mit 6 1 der Wellenfunktion im Abstand | vom Ursprung
beibehalten. Wir fehren ein lokales Sterpotential am Ort des Punktkon-
takts ein. Die Auswirkung auf das Spektrum quarti zieren wir mit Hilfe
von Sterungstheorieerster Ordnung.

Im folgendenbetrachten wir den (unordnungsfreien)Diracoperator
D:=D+ 1V(r): (2.16)

Dabei sei V(r) := vVO(r) ein glattes Potertial, da au erhalb von B,(0)
verstiwindet. Die Wellenlange des Potertials sei |. Sterungstheorie erster
Ordnung erlaubt uns, die AnderungdesEnergieeigewerts zu D' im gewahlten
Niveau naherungsweisezu bestimmen:

EW =h j%/j i (2.17)
|
2 V() 1%+ ] gf)rdr
0

Um zu erkennen,da die Punktkontaktb edingung an (2.14) erfullt ist, be-
rechnen wir die Auswirkung des Sterpotertials auf einenSpinor mit Hilfe
der WKB-N aherung:

Z r
wikB(Er )= ungestert (E  V(x))dx;
0

Unter der Annahme, da sicdh die Energie des Zustands beim Einschalten
des Sterpotentials nur wenig andert ((2.17) alsoklein ist), verst&windet der
Fehler
[
0

i:o= - . R
(b E)S. 'OEHf‘l s (E V(X)) dx

Vgrr+ R(; V (x)dx
r o (E V(x)dx

fur r = I, wo wir den Phaseninterschied zwisdhen ein- und auslaufender
Welle bestimmenwollen. Da | so gewahlt ist, da die Naherung (2.11) gut

ist, gilt fur dasungesbrte System naherungsveiseSlZf(E r)/ pl—re BT Die
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R
ErsetzungEr ! Or (E  V(x)) dx der WKB-N aherungliefert unsnun einen
im Vergleidhh zum ungesbrten Systemzusatzlichen Phasenfaktor

|
2 V(r)dr
0

zwisden ein- und auslaufendemAnteil. Wir folgern,da die Anbringung des
bestiriebenen Sterpotertials der Anbringung einesgeeigneterkurzgesablos-

senen =-Punktkontakts erntspricht. Ist die Energie des betrachteten Zu-

standsfestgelegt{ zum Beispieldurch einenzweiten, nicht-kurzgesdlossenen
Punktkontakt { sosdrankt dasdie Wahl von vWO(r) ein, wenn esstationare

Zustande geben soll.

Wir betrachten nun das ungeordneteSystem. ist ein Eigenspinor eines
Diracoperators D" mit Unordnung. Der De nitionsb ereidy von D" sollen
die auf M [ B-(0) einmal schwach ableitbaren Spinorensein.j j ist uber
den Trager des Sterpotentials naherungsweise konstart, da die Unordnung
in diesemBereich naherungsve:isekonstartZ ist. Dann ist
|
ED=2v (r=0) VOr)rdr: (2.18)

S _{z__})
==
V(r) seiim folgendenimmer so sdwad, da

Unordnungsyotential + V (r)

ein Unordnungspotential ergibt, dasim durchzufehrendenUnordnungsmittel
ein ahnlichesstatistisches Gewicht wie das urspreingliche Unordnungspoten-
tial hat.

Mit den Betrachtungen diesesAbsdnitts ist also ein Zusammenhangzwi-
sthen einem parametrisierten Sterpotential und dem Energieeigemert ge-
wonnen. Dieser Zusammenhangwird im folgendeneine \Zustandsgesbwin-
digkeit" (im englistien\level velocity") liefern.

2.2 Punktk ontaktleit werte und Dic htek orre-
lationen

Ziel diesesKapitels ist, ein Analogon zum Hauptergebnisvon [6] fur das a-
che, zweidimensionaleDiracsystemzu nden. Einleitend rekapitulieren wir

SNaherung von Wentzel, Kramers und Brillouin. Die Version fur Scredinger-
Operatoren wird zum Beispiel besdirieben in [10], Seite 104.
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das Hauptergebnisund stellen den Zusammenhangzu unsererSituation her.
Wir entwickeln ein kontinuierliches Modell, dasdem in [6] verwendetendis-
kreten Modell entspricht. Wir formulieren netige Voraussetzungemnd leiten
das gesubte Analogonab.

2.2.1 Einleitung

In [6] bespreben Rochus Klesse und Martin R. Zirnbauer das Chalker-
Coddington-Netzwerk, dassie{ wie in Abschnitt 2.1.1bestrieben{ o nen.
Sie beweisenfolgendeFormel:

2 hnpf(m=))ie= F(Tin)i;
mit
h::i : gegelenesUnordnungsmittel,

. Zustandsdidite bei E = 0;
i - Wahrsdeinlichkeitsdichte auf Link i desNetzwerks,

f :RZ>O! R;
2 ]
F(x) = d—f 1 ei'pl X=X
0o 2
14 %
Mic= = dE  h(E E)A( )i;

j . stationarer Zustand desgestlossenerSystems

Voraussetzungensind: (i) Die Phasender Koe zienten S, und S, der
Streumatrix sind gleidverteilt und statistisch unabhengig voneinander. (ii)
Beide sind statistisch unabhangig von T;p,.

Nun bestireiben wir unsereSituation prazise.Dazu de nieren und benennen
wir zuerstdie grundlegendemmathematisdien Objekte. Wir legendie zu be-
trachtende Energieslala fest. Punktkontakte werdende niert, und ein erster
Zusammenhangwisdien o enem und gestilossenentystemwird formuliert.

Gegelenseieinekompakte TeilmengeM desE,. Auf denstetigenFunktionen
N1 C? mit versdwindendem Wahrsdeinlichkeitsstrom durch den Rand
von NI lebt ein Diracoperator D = (px  Ax) x+(py Ay) y+m ,+ VI
(siehe[5]), die Fluktuationen von A, niyund V sind statistisch unabhangig.
Das Unordnungsmittel seiht::i oder DI[A; m;V]F[A; m;V]:::, wobei F
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aufgrund der statistischen Unabhangigkeit faktorisiert. Die Wellenlangeder
Unordnung seinacd unten besdirankt.

Da M kompakt ist, hat D ein diskretesSpektrum, soda dasMittel h::ie
aud fur unsereSituation Sinn madit. Im weiteren scicken wir { Klesseund
Zirnbauer folgend{ und damit die Gre e desbetrachteten Energiefensters
gegenNull. Wir haben sodie zu betrachtende Resonanzenergiéestgelegt.

Zwei stromlose =-Punktkontakte 1 und 2 werden wie in Abscnitt 2.1.4
ausgezeignet. Der Abstand zwisdhenlhnenseigro gegenhre Ausdehrungl.
Die Wellenfunktion desSystemsla t sich in einerl-Umgebungdesjeweiligen
Kontakts aufteilen in ein- und auslaufendenAnteil (siehe(2.10)):

(W @ =g (@ @ 4y (@ O
(@ @ = 0,82 (@ @ 4i,8_ r@; @

Die Indizesan S™ erinnern uns an unsereBesdirankung auf Gesamdrehim-
puls ==.

Wir kennen jetzt einen Zusammenhangzwisden der Streumatrix S und

einem Eigenzustanddes gestlossenenSystemsin der Nahe der Kontakte

herstellen.Wir kennenzur Beredinung einesStreuzustands das gesblos-

seneSystemzur Hilfe nehmen,wennwir ein Energienivvaudesgesbtlossenen
Systemsder Energie der eingestreutenTeilchen anpasserkennen. Wir spre-
chen dann von Resonanz.Streuzustandund Eigenspinorunterscheiden sich

hechstensin einem"-Ball um den Punktkontakt. Die Bestreibung desge-
sthlossenenSystemsliefert i, i, und o,, was die Besetzungder ein- und

auslaufendenKanale festlegt. Ist umgelehrt die Besetzungder Kanale be-

kannt, soist die Streumatrix de niert durch

i1 Si1 Si2 1
R : 2.19
12 St S 07 ( )

Nach Landauerund Buttik er ist T, = jS;,j? der Punktkontaktleit wert, dem
unser Hauptinteressegilt. Wir haben damit die Vorarbeiten abgeshlossen
und widmen uns nun der Ubertragung der Argumentation aus[6].
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2.2.2 Eine Formel fur den Leit wert

In diesemUnterabsdnitt wollen wir { mit Hilfe einiger Annahmen { die
Formel D E
f 2 5
1
h 2i e
als direkte Entsprechung desHauptergebnisseson [6] herleiten. Wir formu-
lieren zunadhst hinreichende VoraussetzungenDann nutzen wir als ersten
Sdrritt den im letzten Abschnitt hergeleitetenZusammenhangzwisden S
und bei ResonanzZur Abstimmung desSpektrums desgestlossenerSy-
stems auf Resonanzbauen wir ein Sterpotential ein, dessenAuswirkungen
wir zumindestin Grenzfllen quartitativ untersuden. Wir kennenmit Hil-
fe des Sterpotertials ein resonates Unordnungsmittel de nieren. Mit die-
semderfen wir nur bei Resonanzgeltige Zusammentngemitteln. Wir ver-
knepfendanndasresonarie mit demnicht-resonarten Mittel durch eineneitz-
liche Formel, die uns das Endergebnisliefert.

£ = IF (Tyo)

Voraussetzungen

Wir formulieren nun spater benetigte Voraussetzungeran das Unordnungs-
mittel: Wir fordern, da der Winkel ' ; der Phase zwisden ein- und aus-
laufendem Anteil der Wellenfunktion am Kontakt 1 statistisch unabhangig
vom Unordnungspotertial in der [-UmgebungdesKontakts 2 seinsoll. Diese
Voraussetzungertspricht dem zweiten Teil der Forderung (i) von Seite 47.
Au erdem fordern wir, da T, statistisch unabhangig von ' ; und von der
Anbringung einesBuckelpotentials nach Abscnitt 2.1.5seinsoll.

Zusammenhang zwischen Streumatrix und Wellenfunktion bei Re-
sonanz

Wir medten einenZusammenhangwisden T1, ausdemo enen Systemund
den die Wellenfunktion desresonaren, gestlossenenSystemsbesdtireiben-
den Zahlenis; i, und 0, herstellen.Dazu de nieren wir eineder Streumatrix
verwandte Matrix. Bestimmte Hankelspinorloe zien ten bilden einenEigen-
vektor dieserMatrix zum Eigenwert 1. Es folgt eine Gleichung, die T, 0,
und eine Phaseverknelpft.

Wir gehenvon der Streumatrix (2.19) und dem Leitwert T, = jS;,j2 aus.
Ty, ist unabhangig von der Phasevon S;,. Da wir stromlosePunktkontakte
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betrachten, gilt i, = € * undi, = € 20, mit ' 1;' , 2 [0;2 ]. Wir schreiben
(2.19) folgenderma enum:

1 €1 0 1
S o 0 &2 o
| —{z—}
=TY
Wir de nieren S := TS. S ist unitar, da T und S unitar sind. Au erdem
2

gilt T, = S;» ,soda S fur unsereZwede die Streumatrix ersetzenkann.

ist Eigervektor von S zum Eigerwert 1. Wir folgenwieder Klesseund
Zirnbauer und bemerlen, da

2
1 Su sunitar 1 €395ug 1

T12 T12

P >
T T
L (2.20)

jooj% =

ist. Dies gilt nur bei Resonanz.Damit ist die am Anfang des Absdnitts
angelkndigte Gleichung gefunden.

Spektralabstimm ung durc h Sterp otential

Wir medten einenParameterin unser Systemeinbauen,der esuns erlaubt,
das Spektrum einer gegelenen Unordnungskon guration auf Resonanzein-
zustellen. Dazu fagen wir dem System ein Buckelpotential variabler Starke
am Ort 2 hinzu. Wir legen dann einen unordnungsunablangigen Variati-
onskereit fur die Starke desBuckelpotertials fest, in dem mehrereNiveaus
auf Resonanzgebradit werden. Wir erkenneneine Scwierigkeit, die wir im
Absanitt \ Uberlegungzur Auswirkung desBuckelpotentials” behandeln.

Aus Absdcnitt 2.1.5ist bekannt, da ein budkelfoermigesPotential an einem
Ort eine Abstimmung des Spektrums desgestilossenenSystemserlaubt. In
erster Ordnung Sterungstheoriewar dieseAbstimmung durch (2.17) quarti-
ziert worden. Wir betrachten Buckelpotertiale der Form vV O(r) bei 2, und
zwar fur v wie im nadhsten Absatz besdirieben.

Wir legenein maximalesv =: w fest, wahlen im folgendenalsov 2 [O; w].
Betrachtet werden alle meglichen Unordnungslon gurationen f (A; m;V)g.
w sollsogro sein,da fur beliebiges(A; m; V) gilt: E;(A; m;V + v;V° = 0,
und zwar fer viele v; 2 [0; w] (siehe Abbildung 2.4). In Worten: Durch Auf-
drehendesSterpotertials stimmenwir viele Energieniveausauf Resonanzab.
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Die Anzahl der v; bezeitinen wir mit N, [A; m; V], wobei wir die Abhangig-
keit von A, m und V in unsererSdireibweisenicht immer deutlich maden.
Gleichzeitig soll w soklein sein,da der Leitwert im Mittel von dem Sterpo-
tential unbeeinut ist. Unser Ergebnis darf nicht vom willk erlich gewahl-
ten w abhangen. Uberlegenwir uns zunacst, wie N,, von der Unordnung
abhangt.

Vi Vy V3

Abbildung 2.4: Spektralversciebung durch Buckelpotential vV © fur eine
vorgegelene Unordnungskon guration (schematisc). Siehe
auch Abbildung 2.5. Hier ist der Ubersidtlic hkeit halber N,
untypisch klein: Ny, = 3.

Wb erlegung zur Auswirkung des Buckelpotentials

Ein wesetlicher Punkt in [6] war Fu note 9. Im Chalker-Caddington-Netz-
werk konnte gezeigtwerden,da durch Variation der Phaseauf einemLink

von 0 bis2 genauein Energieniveau auf Resonanzeingestelltwird. Fur die
Argumentation war die Periodizitat desSpektrums desChalker-Coddington-

Modells savohl beziglich der Energieals auch beziglich der variierten Phase
wesetlich. In unseremFall ist keine der beiden Periodizitaten gegelen, so
da wir die Argumentation nicht einfadh kopierenkennen. Der Untersciied
zwisden unsererHerangehenseiseund der aus[6] wird durch N,, charakte-
risiert.

Wir wollen jetzt argumertieren, da N, fur ausreitiend groe w gro ist,
und sich dann nur noch wenig mit der Unordnung endert. Wir liefern Argu-
merte fer zwei grenzvertige Regimes:Im ersten sind alle Wellenfunktionen
lokalisiert, haben also gre tenteils einen exponertiell kleinen Uberlapp mit
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dem Punktkontaktb ereidh. Im zweiten sind alle Wellenfunktionen delolali-
siert, haben also alle einen vergleidhbar gro en Bberlapp mit dem Punkt-
kontaktb ereidh. Es wird sich herausstellenda N,, fur ausreit©iend gro e w
in beidenFallen gleich ist. Wir nehmendann im folgendenan, da N,, vom
Unordnungsmittel unabhangig ist.

Systemaufteilung. Wir teilen immer einenkreisformigen Bereidh um den
Punktkontakt 2 durch einenunendlich hohenMassemwall mM (r) ,, m 1!
0, vom Rest des Systemsab. Die Ausdehrung diesesBereids sei die Wel-
lenlangeder Unordnung. DieserWall ist fer Diracteilchen undurchdringlich.
Wir betrachten nun das Spektrum deskreisformigen Bereids. Es ist 0 en-
sichtlich diskret, unbestrankt und unabhangig vom Regime.Die Zustands-
dichte ist viel niedriger alsim Restsystem,da der abgetrenrie Bereich deut-
lich kleiner ist. Sieist konstart eber gro e Energiefensterda essich um ein
geordnetesSystemhandelt.

Wir fugennun ein Buckelpotential im Inneren des Massemvalls hinzu. Das
innere Spektrum E; verandert sich stetig mit der Starke v desPotentials. Das
Spektrum des Systemsau erhalb des Massenvalls ist vom Buckelpotertial
vellig unbeein ut. Zur lllustration dient der obere Teil von Abbildung 2.5.
Der Ubersiditlichkeit halber sind die in der Abbildung gewahlten Dichten
kleiner als die im tatsachlichen System.Ohne Bestirankung der Allgemein-
heit nehmenwir an, da & > 0ist, solangeE; ein Niveaudesinneren Teil-
systemsist. Wir sehen,da fur dasinnere SystemN,, mit w linear wadst,
solangeSterungstheorieerster Ordnung anwendbar ist.

Grenzfall vollst andig lokalisiertes Regime. Jetzt bes&iranken wir uns
auf den ersten Fall: Alle Wellenfunktionen sind lokalisiert. Wir betrachten
einen Aussanitt ausdem Spektrum um die Resonanzenergie.

Zuerst gelen wir ein Skalenargumehn Wir gehendavon aus, da die Zu-
standsdidte ~ pro Flade pro Energieim Innensystemgleich der im Gesant-
systemist. Ist die Lokalisierungsknge,so nden sich im Gesantsystem ~ 2
durch ein Buckelpotertial auf Resonanzeinstellbare Zustande. Da das In-
nensystemunge®hr so gro ist wie die Lokalisierungsinge, ndet sich im
Innensystemdie gleiche Zahl so einstellbarer Zustande.

Wir geben nun noch ein detaillierteres Argument. Wir vereinigendie beiden
Teilsysteme,indem wir den Massemvall adiabatisd auf O reduzieren.Dabei
vereinigensich die Spektren der beiden Systemezu einem Spektrum. Dort,

wo sich vor der Reduzierungdes Massemvalls die Spektren der Teilsysteme
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Systeme: Spektren:

m “.I.E. .................

2 T
— Spektrum desInnenteils
------ Spektrum desAu enteils

m e~
:ﬂ

l H H l! 0o =

S

3 ~r =
_/
=

Abbildung 2.5: Spektren von Teilsystemen. Hier: Grenzwert mit starker
Lokalisierung (die Niveaus sind nur absdnittsweise v-
abhangig).
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kreuzten, kommt eszu vermiedenenNiveaukreuzungenDas Ergebnisdieses
Vorgangswird im unteren Teil von Abbildung 2.5 veranstaulicht.

Die relative Anderungvon N,, bei ReduzierungdesMassenvalls vershwindet
nun, denn:

1. Ist die Anzahl der Level in einem gegelenen Energiefenstergro, so
ist die Anderung dieser Anzahl bei Entfernung des Massenvalls und
konstartem Buckelpotential dagegenvernadlassigbargering.

2. Uberstreidit vor der ReduzierungdesMassenvalls ein Niveaudesinne-
ren Systemsunter Variation vonv einebestimnte Energie,soist diesem
Innenniveau ein Niveau des Gesantsystems zugeordnet,das dieselle
Energie mberstreicit. DieseZuordnung ist injektiv. Besdiranken wir v
auf [0; w], soverlierenwir hechstenszwei Niveaus.

Zu 1. Wir vergleihendie Zustandsditite desau eren Systemsmit der des
Gesantsystems. Beide sind proportional der Systemausdehang zum Qua-
drat. Im Grenzfall

Systemgp e |
Gre e desabgetrenren Bereics

geht
Gesantsystemausdehang |

Ausdehrung desau eren Systems’

In diesemGrenzfall ist also die Zustandsdidite im inneren Systemvernad-
lassigbargegendie Zustandsdiditen fur das au ere und das Gesantsystem,
und diesesind gleich. Das ist aquivalert zu 1.

Zu 2. Fur die folgendeArgumentation sieheAbbildung 2.6. Im aufgeteil-
ten Systemgibt esSdnittpunkte (vi; E;) innerer Niveausmit au eren Nive-
aus (siehe Abbildung 2.5). Im vereinigten Systemdominiert abseitssolder
Sdnittpunkte ertwederdas Verhalten desinneren Niveausoder das Verhal-
ten desau eren Niveausdas Verhalten des Gesantsystemniveaus.In einem
Bereith gibt esalsofur gegelene AchseE = const. und gegelenen Sdnitt-
punkt der Achse mit einem inneren Niveau genau einen Sdnittpunkt der
Energieatise mit einemNiveau desGesantsystems,im anderenkeinen.

In der Nahe eines(v;; E;) kommt es nun zu vermiedenenNiveaukreuzun-
gen. Wir legenunsereAchseE = const. in diesenBereith. (vi; E;) wird in
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/, /
Vi
C /S__///
Innenniveau

——: Gesantsystemniveaus

Abbildung 2.6: Zur Injektivit at der Zuordnung Resonanzinnerer Aus-
schnitt ! ResonanzGesantsystem.

der Zeichnung umrahmt von zwei Gesantsystem-EnergienieausE jnten, und
Eoben Gibt esO< vy < Vi < Vv; < w, soda (vi;Ei) und (v;; Ei) Sdnitt-

punkte andererau erer Niveausmit dem betrachteten inneren Niveau sind,
sosdneidensidcher Eynten(v) und Epen(v) die ausgezeienete Energieatise
fur v 2]vi; vi[. Solde vy;v; gibt esnur fur die Sdnittpunkte nicht, die den
Randernvon [0; w] am nadhstenliegen.Nur an diesenStellenkann eineReso-
nanz desinneren Systemsnicht injektiv einer Resonanzdes Gesantsystems
zugeordnetwerden. Damit folgt 2.

Insgesarh geht die relative Anderung von N,, beim Zusammensklu der
Systemeim lokalisierten Regimealso gegenNull, wenn die Gre e desRest-
systemsgro gegendie Gre e desinneren Bereids wird.

Grenzfall vellig delokalisiertes Regime (ohne Unordn ung). Wir un-
tersudhen nun dasvollstandig delokalisierte Regimeohne Massemvall. Durch
Anbringung einesBuckelpotertials werdenalle Energieniveausbeein ut. In
erster Ordnung Sterungsretinungist N, = w % minel - DEr Index\mittel"
steht fur Mittelung mber dasbetrachtete Energiefenster. % miel 1St Propor-
tional zur Aufenthaltswahrsdeinlichkeit am Punkt 2, weldhe proportional
zur inversenquadratisthen Systemge e L ? ist. Die Zustandsditite st
proportional zur Systemge e zum Quadrat. N, ist damit unabhangig von

der Systemgm e.

Sdalten wir nun den Massenvall ein, so ertspricht das ertstehendeinnere
Systemdem Gesantsystem mit geringererAusdehrung. Da N, nicht von der
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Systemge e abhangt, ist N,, fur das Gesantsystem gleich N, fer dasinnere
System.Damit ist N, fer dasGesantsystemim delokalisierten Regimegleich
N, fer daslokalisierte Regime,denndie inneren Systemeder beidenRegimes
unterscheidensich nicht.

Das resonante Mittel

Wir de nieren nun dasresonare Mittel h::ies:
Z
MOies := D[A; m; V]F[A; m; V] (2.21)

wa{;m;v]

1
O[A: m;V + Vi[A; m; VIV]:

Nw[A; m; V] -

Ny [A; m; V] ist die Anzahl der Energieniveaus,die unter Variation der Starke
desBuckelpotertials von 0 bis w die AchseE = 0 schneiden.v;[A; m; V] ist
demensprediend die Nullstelle desi-ten Niveaus(sieheAbbildung 2.4).

Resonante Mittelung

Anwendungder Funktion f von Seite47 auf (2.20), resonare Mittelung und

Integration eber [0;2 ] mit Ma -+ ergeten:
F(102)%) g = F (T12)i s
F sieheSeite47. Esist
f(102J%) o = MF (Tr2)i; (2.22)

da T;, nach Voraussetzunguinabhangigvon dem zusatzlichen Buckelpotertial
Ist.

Umwandlung des Eigenfunktionsmittels in das resonante Mittel

Wir mediten nun einen Zusammenhangzwisdien dem resonarien und dem
nicht-resonarten Mittel aufdedken, der uns zusammenmit dem Ergebnisdes
Absdnitts \ Uberlegungzur Auswirkung desBuckelpotentials" unserErgeb-
nis liefert. Wir folgeneiner Betrachtung aus[6]. Dabei rechnen wir zunadst
ein geinstig gestiriebenesnicht-resonartes Mittel in dasresonare Mittel um.
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Dann argumertieren wir, da dasgut passendeMittel dem Eigenfunktions-
mittel von Seite 47 ertspricht. Zuletzt fuhren wir die Aussagenuber den
Zusammenhangzwisdien o enem und gestilossenemSystem bei Resonanz
zusammenmit den Aussageneber die Mittel und erhalten das am Anfang
von Abschnitt 2.2.2 angeleindigte Ergebnis.

Wir rechnen nun das abgevandelte Eigenfunktionsmittel ki : : i,
Z Z
. 1 " dv .
PAie = — dE —h Eyw(v) E A vV i;
0 o W
in dasresonarte Mittel um. E;) bezeitinet dabei das Energieniveau, das

bei Steigerungvon v als nachstesresonar wird.

Wir vertausdien die Reihenfolgevon Unordnungsmittel und v- sowie E-
Integration auf der rechten Seite.Dasist erlaubt, da dasstatistische Gewidt
F einer Unordnungslon guration sich bei Hinzufeigung einesBuckelpoterti-
als nur vernadlassigbarandern soll. Die E-Integration fehren wir aus. Die

-Distribution liefert uns 1 genaudann, wenn E ) (v) in dem Intervall [O; ]
liegt, sonstNull. Um die Situation besserzu verstehen,betrachten wir Ab-
bildung 2.7.

1
@ 1y
//i Vit =g (v)

Abbildung 2.7: Bestimmung desv-Intervalls, in dem E;(v) Werte im Inter-
vall [0; Jannimmt. Da gegenNull gehensoll, darf E;(v) in
diesemintervall linear gerahert werden.

Die v-Integration uber [0; w] spaltet sich also auf in eine Summeeber Inte-

grale wber Intervalle v;;v; + %(vi)

*
@& 4y, ! +
Kw Z i+ —é.;,“')(vi)

) 1
PAie = — dvA 1) (V)

=1 Vi
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Die Integrationsgebietekennendurch ertsprechendeWahl von beliebigklein
gematdt werden. Daher wird der Integrand als konstart angenommenund
durch seinenWert am linken Intervallrand ersetzt. Au erdem sdreiben wir
das Unordnungsmittel als Funktionalintegral:

Z
%w 1
hAie=i DIA; m; VIF[A;m; V] A 1H(W) %(Vi)
w i=1 @
* 1+
221y 1 @1
=7~ NyA —=
w ! @ V=0 e
Dabei ist Z, Z,
% ()= rdrdj (n )RV
v=0 0 0

nach Sterungsretinung erster Ordnung. Damit ist das modi zierte Eigen-
funktionsmittel in dasresonare Mittel umgeretinet.

Wir setzen{ erneut Klesseund Zirnbauer folgend{

@ 1

@ v=0 NW

(Achtung { N, ist nicht durch  festgelegt,sonderndurch (A; m; V) gegelen.
Alle relevanten Mittel kennenaber die Eingabe von unordnungsablangigen
Operatorenverkraften.) und folgern mit Hilfe von (2.22).

. 1 1 :
ot &L = LtF i (2.29
W oe

AC) =1 jo?

Wir wollen nun argumertieren, da in guter NaherungdasMittel h::i. dem
Mittel h::ie erntspricht. Zuerst formulieren wir den formellen Untersdied:

DasSdlange-Mittel addiert demArgument der zu mittelnden Gre e noch ein
Buckelpotential vV ° bei 2 hinzu, uber dessenStarke spater gemittelt wird.

Au erdem ist essensitiv fur alle wahrend desv-Mittels resonam werdenden
Energieniveaus,nicht nur fer daserste.

Durch die Wahl der Ausdehrung des Buckels, seiner Form und der maxi-
malen Starke w wird aber sichergestellt: Die v-Mittelung ist kompatibel mit
den ohnehin vorhandenenSdwankungen des Unordnungspotertials. Preazi-
ser gesprahen: Das Potertial V + vW° kommt in der Gesantheit der Un-
ordnungslon gurationen genausovor wie V; eswird also nur eine bereits
durchgethrte Mittelung erneut angevandt.
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Wir ersetzenim folgendenalsoht::i. auf der linken Seite von (2.23) durch
h::ie. Aus \ Uberlegungzur Auswirkung des Buckelpotentials” wissenwir,
da N, sich nur wenig mit der Unordnung andert. Wir kennendaher (2.23)
umsdireiben in

.., @F; Nw .
fjo)? — = —2HF (Tw)i: 2.24
of® g W (T1o)i (2.24)
Da erste Ordnung Sterungstheorieanwendbar ist, gilt auch naherungsweise
@, (2.18) )
N w — W ch jie:
w @ o e 2le
Dasredits und (2.18) links in (2.24) einsetzen:
D E
f 2 5
€= HF (Ty)i:
h e (T12)i

Das st unserErgebnis.

Zusammenfassung und Ausblic k

Der Sctwerpunkt desersten Teils der Arbeit lag auf der Untersuchung von
Randbedingungenfur Diracoperatorenaus mathematisdhiem und festkerper-
physikalischem Blickwinkel. Die festkerperphysikalische Betrachtung war mo-
tiviert durch den Kontinuumslimesdes Chalker-Coddington-Modells in der
Ebene. Fur sternformige, bestirankte Teilgebieteund die Halbebene konn-
ten wir Randbedingungenangelen, fer die der sich ergelendeDiracoperator
hermitest wurde. Wir sdeiterten bei dem Versud, den Kontinuumslimes
des diskreten Chalker-Coddington-Modells auf der Sphare durchzufehren.
Wir wbertrugen daher den Kontinuumslimesaus der Ebene mit di erenti-
algeometrisben Methoden auf die Sphare. Auch hier fanden wir geeignete
Randbedingungen.

In der Mathematik existiert einegut ausgearkeitete Theorie der Randbedin-
gungenund Indizes von Diracoperatoren. Um diese auf physikalische Fra-
gestellungenanwendbar zu maden, haben wir fur Kreisstheibe und Halb-
ebene versutt, die physikalischen Beispielein die Ansatze der Theorie in
der Versionvon Paul Kirk und Matthias Lesd einzubetten. Der Diracopera-
tor auf der Halbebenemit Randbedingungenaus dem Chalker-Coddington-
Modell erfelllte viele VoraussetzungenDaher wurde versudit, fer diesesBei-
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spiel denin der mathematisdien Theorie eine wichtige Rolle spielendenCal-
deron-Projektor zu beredinen, was aber nicht gelang.An dieserStelle mu te
erneutangesetztwerden,um die Indizesund Invarianten der mathematisthen
Theorie zu beredinen und dann mit physikalischen Gre en zu vergleicen.

Im zweiten Teil der Arbeit untersuditen wir Punktkontakte. Fur dasdiskrete
Chalker-Caoddington-Modell hatten Rochus Klesseund Martin R. Zirnbauer
eine Formel gefunden,die einen Zusammenhangzwisdien dem Leitwert ei-
nesNetzwerks mit zwei Punktkontakten und bestimmten Korrelationen der
Wahrsdeinlichkeitsdichten im gleichen Netzwerk ohne Kontakte herstellt.
Um einen ahnlichen Zusammenhangim kontinuierlichen Modell zu nden,

haben wir zunadst fur diesesden Begri Punktkontakt de niert. Um die
von Klesseund Zirnbauer durchgekihrte Recnung mit Hilfe der gegelenen
De nition zu reproduzieren, stellten wir mit Hilfe einesvariablen, lokalen
Potentials das Spektrum desgesblossenerSystemsauf Resonanzein. O en

bleibt die Frage,wie stark die Anzahl der bei einer bestimnten Variation des
Potentials auf Resonanzabgestimmen Energieniveausvon der Unordnungs-
realisierung abhangt. Wir haben nac einer detaillierten Diskussionzweier
Speziallle angenommengda dieseAbhangigkeit sthwadh ist. Wir konnten
dann unter ahnlichen Voraussetzungerine zu der von Klesseund Zirnbauer
analogeFormel herleiten.
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Anhang A

Steckwerk zur Mathematik

A.1 Cliord-Algebra

GegelenseieinreellerVektorraumV der Dimensionn mit reellemSkalarpro-
dukt ( ; ). Wir denkenuns auf diesemVektorraum ein Produkt :V V!
(Raum der Bivektoren) gegelen, dasdie folgendeRegelerfullt:

V W+W v= 2(V;Ww): (A.1)

Den Raum der Bivektoren kann man sich zum Beispiel vorstellen als den
Raum der von zwei Vektoren aufgespanten orierntierten Flachen. Aus (A.1)
ist ersicitlich: Der Raum der Bivektorenist 2n(n  1)-dimensional.

Wir erweitern jetzt den Punkt assoziativund distributiv auf Produkte von
Vektoren mit Bivektoren und erhalten Trivektoren, dann auf Produkte von
Vektoren mit Trivektoren und so weiter. Aus (A.1) ist wieder ersidtlich:
Alle m-Vektoren mit m > n sind Null. Wir kombinieren: Die Dimensiondes
Raumsder k-Vektoren ist

n n!

kK ~ (n KK
Wir de nieren jetzt die Cli ordalgebra

M
C(V) =R Raum der k-Vektoren

k=1

Die Cli ordalgebra hat die Dimension2".
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A.2 Levi-Civita-Zusammenhang

Gegelen sei ein K-Vektorbeindel V wber einer glatten Mannigfaltigkeit M .
Ein Zusammenhangauf dem Vektorbeindel ist eine K-bilineare Abbildung
r :TM V! V mit denEigensbaften

r(v)y= r(v)+vd ;

rt+u= rt+ ru:

Diese Gleichungen sollen fer jede glatte Funktion : M ! K bezielungs-
weise M ! K und alle glatten Scnitte t, v desTangerialb eindels TM
sawie alle glatten Sdnitte v desVektorbeindelsV gelten.

Ein Levi-Civita-Zusammenhangeiner glatten Riemannstien Mannigfaltig-
keit ist nun ein Zusammenhang : TM TM ! TM mit denzusatzlichen
Eigensbaften Torsionsfreiheit

r<Y rvX = [XaY]
und Metrikk ompatibilit at
diX;Y)=(r X;Y)+ (X;rY)

(jeweils fur alle glatten Sdcnitte X, Y desTangenialbendels). Der Funda-
mertalsatz der Riemannstien Geometrie besagt,da esfur eine gegelene
Riemannstie Mannigfaltigkeit genaueinenLevi-Civita-Zusammenhanggibt.

Dem Levi-Civita-Zusammenhangr auf dem Tangerialb eindel ist durch die
Forderung

d( (X)) =(r )X)+ (r X)

fur alle 1-Formen und Vektorfelder X genauein Zusammenhang aufdem
Kotangertialb endel zugeordnet. Auch r wird Levi-Civita-Zusammenhang
genanri.

Besitzt M eine Spinstruktur, so gibt esein Spinorbeindel S! M , ein Clif-
fordbendel CM ! M und eine kanonistie Wirkung desCli ordb endelsauf
dem Spinorbeindel, die Cli ordm ultiplik ation c: CM ! End(S). Zum Levi-
Civita-Zusammenhangr auf dem Tangerialb eindel de nieren wir fer einen
Orthonormalrahmenf e g Koe zien ten ! ¥ durch

reg = ! a¢ (A.2)
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Wir de nieren den Levi-Civita-Zusammenhangr S auf dem Spinorbeindel
durch die Relation

X

rs= @+ i c(€)c(e"): (A.3)

N

ik

Die € sind dabei als Elemente des Cli ordb endels aufzufassenFur einen
beliebigenglatten Scnitt a desCli ordb mndelsund einenbeliebigenglatten
Sdnitt X desTangerialb endelsgilt

[r 2;c@] = c(r xa);

der Levi-Civita-Zusammenhangauf S ist also ein Cli ordzusammenhang.
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